mathématiques - S2

TD 5 : Intégrales a parametres - corrigé

département Mesures Physiques - IUT1 - Grenoble

exercices théoriques

1. révision des techniques générales
Calculer les intégrales suivantes :

(a) fR+ ﬁdx (d) fol arctan(x)dx

2 _ T e)sit a > 0 et > 0
(b) fO 1 — x4dl' ( ) fR e—27rifx—a\x\d$ f

() ffu,a]xu,b] zye”drdy

corrigé succint :

|
(C) f0+ mdﬂf (CL > 0)

(a) On pose le changement de variable y = 2, donc dy = 2xdz. Alors I'intégrale devient

dy/2
o0 Y o
o 71 +/y2 = [arctan(y)/2]{ ™ = 7 /4.
(b) On pose le changement de variable y = z?2, donc dy = 2zdz. Alors I’intégrale devient
1/4 dy/2
fo 1— yz :

_a n b
1—y2 14y 1—y

La, on décompose en éléments simples la fraction :

Pour trouver a on multiplie par 1 4 y :

1+y  a(l+y) n b(1+y)
1—9y2 1+y 1—y
puis on simplifie en utilisant 1’identité remarquable 1 — 3> = (1 — y)(1 +y) :

1 _a+b(1+y)

s

l—y l—y’
etenfinonpose y +1 =0doncy = —1:
1/2 =a+0,donca =1/2.

De la méme maniere, en multipliant par 1 + y et en prenant y = —1, on trouve b = 1/2.
Finalement,
too dy/2 1/4
Jo T2 (In(1+y)/2 =In(1 —y)/2]y"" = In(5/3)/4
(¢) On pose le changement de variable y = e, donc dy = ae®dr = aydz, donc aussi

dz = dy/(ay).

Alors I'intégrale devient || 1+°° diy, et on doit encore effectuer une décomposition en
ay(1+y) . )

éléments simples. On obtient: —— = — — ———.
ay(l+y) ay a(l+y)

Finalement I’intégrale vaut [In(y) — In(1 4+ y)]{°>°/a = In(2) /a.

(d) On calculer cette intégrale par intégration par parties, en primitivant 1 et en dérivant
.rl o 1l X
arctan(z) : [, arctan(z)dz = [z arctan(z)]g — [, o2 dzx.

Dans cette deuxieme intégrale on reconnait la dérivée de In(1 + z2)/2 (déja vu plusieurs fois
en S1), et donc finalement
fol arctan(x)dz = [z arctan(z)]g — [In(1 4 22)/2]§ = 7/4 — In(2)/2

(e) En la "découpant" par relation de Chasles en 0, I’intégrale sur R vaut la somme des deux
intégrales f0+°° e(72mif—a)eqy 4 ffm e(=2mif+a)2 4y (on a remplacé sur [0, +oo] la valeur
absolue de z par z, et par —z sur 1’autre intervalle).
On peut primitiver chaque exponentielle :

6(727'rif7a)z 6(727rif+a)z 0

—27if —a —27Tif+a]7°°'

La limite en les infinis de ces primitives est nulle, et il ne reste que les valeurs en O :

1 1
0— —0.
—2mif —a + —27mif 4+ a

fR 6727rifw7a\w\dm — [ ]+oo [

0

Et apres simplification on trouve I’intégrale égale a S .
a2 + dn2f?
(f) On peut facilement séparer en deux les intégrales : [ f[l,a]x[l,b] zye®TVdxdy =

a T b
(f1 xre dm)(.ﬁ yedy).
Chacune de ces intégrales se calculer par intégration par parties, et finalement I’intégrale faut
[ze® — e®]{[ye? — e¥]b = (ae® — e%)(beb — €?).

2. transformée de Laplace

(a) calculer la transformée de Laplace de la fonction sinus.

(b) calculer la transformée de Laplace de la fonction sinus cardinal
(sinc(x) = sin(x)/z si & # 0, sinc(0) = 1).

o sin(t)
t

(c) si f est une fonction dérivable sur [0, +oo[ et bornée, calculer la trans-

formée de Laplace de f’ en fonction de la transformée de Laplace de

f

dt.

En déduire la valeur de I’intégrale f0+

corrigé succint : 1) On veut calculer L(sin)(p) = O+°° e P?sin(x)dz, donc

L(sin)(p) = Im(fOJroo e P¥e™dz), L(sin)(p) = Irn(f0+(>c> e(PHITdy),
. s . 0-1 p+i 1
L — Im[e(—P+d= /(_ too _ 1 = = .
(Sln)(p) m[e /( p+7’)]0 m_p+2 mp2+1 1+p2
2) On veut donc calculer L(sinc)(p) = O+°° e PP sin(x)/xdx.
On abrégera cette notation L(sinc)(p) en L(p) dans la suite.




On dérive € par rapport ap, ladérivée de L(p) est I'intégrale de la dérivée par rapport a p : Donc f(x) + g(x) = /4 pour tout x, et c’est aussi la valeur de la limite en +oc0 de f + g que

= - fo e P%sin(x)dz, c’est ’opposé de la transformée de Laplace de sin, ¢’est donc I’on calcule :
—1/(1 +p?). o s . .

Ainsi en primitivant, L(p) = — arctan(p) + ¢, ol ¢ est constante. f(x) tend vers ( ;"™ exp(—t*)dt)* c’est-a-dire le carré de I'intégrale que 1’on cherche a

calculer.

Si p tend vers I’infini, la fonction intégrée tend vers 0, donc (on admet, il faudrait en savoir plus
pour étre rigoureux) que L(p) tend vers 0 aussi.

Donc 0 = —7/2 + ¢, et donc ¢ = 7/2.
On adonc L(p) = w/2 — arctan(p).

Pour g(x) : la fonction sous I'intégrale tend vers 0 quand z tend vers I’infini (car quel que soit ¢,
exp(—z%(1 + t?) tend vers 0 quand z tend vers I’infini), donc la limite en I’infini de g est
I’intégrale entre O et 1 de 0, donc vaut 0.

On a au passage montré que L(0) = +°° sin(z)/zdx = 7/2 Donc finalement, 0 + 7 /4 = (f0+°° exp(—t?)dt)? + 0, et donc I'intégrale de Gauss vaut
+ 2
2) L(f")(p) = 0+°° f'(xz)e”P*dx. En intégrant par parties (on derlve I’exponentielle on Jo T ep(=t7)dt = /2.
primitive ') on en déduit : L(f)(p) = [f () exp(—pz)]F> — 0+°° —pf(z)e P*dx soit
—=f(0) + pL(f)(p)- exercices pratiques

3.t formée de Fouri .
ransiormee de fourier 5. On définit les coefficients de Fourier d’une fonction de période 71" par (n

étant un entier positif) :

T T T T
:%/O f(t)cos(QTnt)dt et bn:%/o f(t)sin(%)dt.

Calculer la transformée de Fourier de la fonction f(t) = e~ (¢ > 0)

corrigé succint :

; 2a
s B N . N + —a —iw . . .
Cf I’exo le, ¢’est le méme aux notations prés. On trouve [*°° e~ “Ifle™*" dt = Zror (a) calculer les coefficients de Fourier d’une fonction constante.
exp(—z2(1 + 12)) (b) montrer que si f est paire, pour tout n, b, = 0 (de méme f est impaire,
ERREN o T 2 1 o
4. Onconsidere f(z) = ([ exp(—t?)dt)*etg(z) = [, T dt. an = 0).
Montrer que f' + ¢’ = 0 (c) calculer les coefficients de Fourier de la fonction de période 7" qui vaut
o Isur |0,7/2]etOsur |1/2,T].
En déduire la valeur de f + g. 0, 7/2] 7/2,T]
Puis en déduire la valeur de I'intégrale de Gauss f0+oo exp(—t2)dt. (d) calculer les coefficients pour un cosinus redressé double alternance.
corrigé succint : corrige suceinct :
Pour dériver f, on a "juste" besoin de savoir dériver une intégrale par rapport a sa borne (a) ici f(t) = f est une constante.
supérieure x (cf terminale : la dérivée par rapport a z de [ u(t)dt est u(z)) et de savoir dériver Alors sin = 0, cos(0) = 1 etsin(0) = 0donconaao =2f etbyg = 0.
le carré d’une fonctlon (la derlvee de v? est 200’ ): . 2mnt
2 2f Sln( f
f(z) = 2exp(— fo exp(—t7)dt Sin # 0,onaa, = [W]OT soit an = ;[Sin(%m) — sin(0)] = 0 car n est un
Et pour dériver g, de dériver par rapport a = sous I’intégrale : la dérivée de g par rapport a = est entier don sin(2mn) = O'
—z? 2 De méme, on trouve que b, = 0.
I’intégrale de la dérivée par rapport a x de w. o q ' .
étant  pério 1que e période on peut calculer b, par la formule b, =
1+t (b) f étant d de période T t calculer b la formule b
RS 2 2 T/2
Done ¢'(x) = [y —2x exp(—a*(1 + 17))dt —/ ) sin( t) dt (on calcule I’intégrale sur une période [—7"/2;T'/2] plutdt que
On peut écrire alors ¢'(z) = —2x exp( ) fo exp( 22t%)dt, et en posant y = xt,
g'(z) = —2exp(—z®) fo exp(—y?)dy : c’est exactement — [’ (x). On peut alors séparer en deux intégrales :
2 [° . 2mnt /2 . 2mnt
On constate donc que f' + ¢ = 0. Donc f + g est constante. Mais f(0) = 0 et bn = T(/ f(t) sin( T ) dt +/ f(#)sin(—— T ) dt).
-T/2 0
=J 0 H—zfzdt = arctan(1l) = /4. On ne touche pas a la seconde, mais on pose u = —t dans la premiére : on obtient alors :



(©)

(d)

0 _ T/2
b= ([ fw)sin(=) (~du) +/ £(t) sin(ZZ2L) a).
T/2 0
/
f étant paire et sin impaire, a, = f( f( )sm( u) du+/OT ’ f@) cos(2ﬂ-nt) dt),

ce qui vaut 0 (c’est la méme fonction 1ntegree avec les bornes ordonnées en sens inverse).

On montre de méme que a,, = 0 si f est impaire.

T/2 T
a = T/2, etsin > 1, a0 = 2(/ 1008(2mt)dt+/ 0cos(ZZ) d) =
7'/, T s T

T/2 2mnt
T / cos(ﬁTn) dt (on coupe Iintervalle [0; 7] en deux intervalles sur lesquels f(t)est
constante).

On calcule alors par primitive : a, = %[sin(27rnt/T)/(27m/T) Iz —o.

2 T/2 2mnt T 2mnt
De méme b, = —(/ lsin(——) dt + / 0sin( ) dt) =
T Jo T T/2 T
2 (T2 2mnt
= in(——) dt
7/, sin( T ) dt,
oo 2 T/2 _ 2
et donc par primitive b, = T[— cos(2mnt/T)/(2mn/T)], = ?(— cos(mn) +

s .2 . .
cos(0))/(2mn/T) soit 0 si n est pair, — si n est impair. .
nmw

Il s’agit de la fonction Io| cos(27rt/T)| (avec un I > 0), qui est paire, donc les b,, sont nuls.

2 |cos(?)| cos(27;nt) dt.

Par ailleurs a,, =
T ) 12
cos(%) est positif entre —7"/4 et T'/4, négatif entre —7'/2 et —T'/4 et entre T'/4 et T'/2.
On peut donc écrire
—T/4 T/4
an = 2?10(—/7T/2 cos(?) cos(zgnt) dt + /J[/4 cos(?) cos(27;nt) dt —

T/2 2nt 2mnt
cos( ya ) cos(

) dt).

T/4

6. diffraction par une fente

Pour une lumiere monochromatique de longueur d’onde A, le champ total
diffracté par une fente de largeur a dans la direction de 1’angle 7 vaut a
I’instant ¢ :
a/2 o'

Er(i) = A/ cos(wt — kz + —wxsin(i)) dz.

—a/2 A
Les grandeurs k, A, w et z seront considérées comme des constantes (k
représente le vecteur d’onde, w la pulation de I’onde, et z la direction de
propagation de 1’onde lumineuse).
Calculer cette intégrale, puis calculer la valeur moyenne du carré du
champ sur une période temporelle.

(on pourra utiliser la formule : sin(a) —sin(b) = 2 cos((a+b)/2) sin((a—
b)/2))

corrigé succinct : par primitive (la variable dans I’intégrale est x),

Br(i) = A sin(wt — k:z +.27”xsin(i)) a/2 _
27 sin(i) /A —aj2
Asin(wt — kz + Zasin(i)) — sin(wt — kz — Sasin(i))
2msin(i) /A '

En utilisant la formule de soustraction des sinus on obtient finalement
Br(i) = Acos(wt - k:z) Silll(ﬂ'a sin(z) /A
msin(i) /A

La valeur moyenne du carré du champ est donc 1’intégrale sur une période temporelle (pour t de
02T = 27 /w) de A2 cos? (wt — kz) sin?(ma sin(i )/)\
(sin(i)/N)?

La seule dépendance en ¢ est dans le cosinus, et on sait que la valeur moyenne sur une période

A
d’un cos? est 1/2, donc finalement, la valeur cherchée vaut A> sin’(wasin(i)/)

2(msin(z)/A)?

oit encore A* 2w — (Aasinc(wasin(i 2
Soit Aa 2(mwasin(i)/X)? /2=(A ( (@)/X)7/2.




