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département Mesures Physiques - IUT1 - Grenoble

1. Donner une base de I’ensemble des solutions de I’équation différentielle
y'+y +3y=0
corrigé succint :
L’équation caractéristique est X? + X 4 3 = 0 de discriminant —11.
—1+iy11
2

Les racines de I’équation caractéristique sont , et les fonctions solutions sont donc

les combinaisons linéaires des deux fonctions e~/ cos(v/11z/2) et e~*/? sin(v/11z/2).

2. Inverser :
1 2 =5 -2 1 3 -2 -3 -8
A=|-11 1 |,B=[-1 2 0], C=1]5 1 6
2 3 3 0 -1 2 3 2 7
x x’
corrigé succint : On peut résoudre le systtme A | y | = | 4’ |, c’est-a-dire exprimer z, y, z en
z 2

fonction de ', y', 2’ : les coefficients utilisés sont ceux de A1,
Ou bien utiliser la méthode détaillée en cours : on place A et I3 cote-a-cote :
1 2 —-5|1 0 0
-1 1 1]0 1 0
2 3 3|0 0 1
et on réalise des opérations sur les lignes (uniquement, pas les colonnes) qui permettent de
transformer A en I. On se retrouve alors, du c6té droit de I’expression, avec la matrice A~
Ici on peut commencer par ajouter L1 a L2 et —2L1 a L3 pour faire apparaitre deux zéros sur la
premiére colonne :
1 2 -5 1 0 0
0 3 -4 1 1 0
0 -1 13|]-2 0 1
Puis on ajoute 3L3 a Lo, et ensuite on change tous les signes de la ligne L3 :
1 2 =5 1 0 0
00 3 |-5 1 3
o 1 —-13|] 2 0 -1
Puis on échange juste Lo et L3 :
1 2 =5 1 0 0
0o 1 —-13|] 2 0 -1
00 3 |-5 1 3
puis on divise L3 par 35 et ensuite on ajoute 13L3 a Lo :

2 -5 1 0 0
1 0 5/35 13/35 4/35
0 0 1 |-5/35 1/35 3/35
pour terminer, on ajoute —2L9 + 5L3 alaligne L :
1 0 O 0 —21/35 7/35
0 1 0] 5/35 13/35 4/35
0 0 1|-5/35 1/35 3/35

On trouve donc, en sortant le coefficient 1/35 :

1

AT =
35

Par la méme méthode, on obtient B~! =

721 )

-4 5 6

-1 -2 4 3
-1

L[5 5 1o
etC™'=21-17 10 728
S\ 7 =5
3. Calculer les déterminants :
30 10 -5 3 1 2 1
(@) |36 2 4 0 1 3 2
-6 0 2 (b) 1 -1 4 0
1 2 -1 =2

4. Déterminer les suites définies par les relations de récurrence d’ordre 2 :

(a) Up+2 = Upt1 + Up, U = Oetuy =2
(b) Upio =2Up11 — Up, ug =letu; = —1
(©) Upio+ 2Upy1 + 2u, =5 avecuyg = 0etu; = 2.

corrigé succint :



(a) On écrit I’équation caractéristique X? = X + 1 soit X? — X — 1 = 0, de discriminant

A =1+ 4 =5, et de solutions ! +2\/5 et ! _2\/5.
Alors les suites solutions sont de la forme u,, = A(lJrT\/g)” + B(%ﬁ)”
Ici on peut utiliser les conditions initiales : uo = 0doncona A+ B =0, A= —B.
1 1-—
Etcomme u; = 2ona A +2\/5 + B 2\/5 =2donc AV =2, A= 2/\/5 Et comme
onsaitque B=—A, B = 72/\/5.
2 1 1-—
Ainsi, finalement u,, = %(( +2\/5)” —( 2\/5)")

(b) On écrit I’équation caractéristique X2 = 2X — 1 soit X2 — 2X + 1 = 0, de discriminant
A = 0, et de solution double 1.
Alors les suites solutions sont de la forme w,, = A1" + Bnl™ = A+ Bn.
Commeup =1lonaA=1.Commeu; = —-1lonaA+B=—-1.AinsiA=1etB = -2,
ainsi un, =1 —2n

(c) 1) L’équation caractéristique 7> + 27 + 2 a pour solution 7 = —1 =4 i. On met ces racines
sous forme exponentielles pe®® avec ici p = v/2et 0 = +37/4 (module et argument).

Donc on peut écrire u,, = /2 (a cos(3nm/4) + bsin(3nw/4)), a, b réels.

2) Par ailleurs, 1 est une suite constante solution qui vérifie la relation.

3) Ainsi, un = 1 + v/2" (a cos(3nm/4) + bsin(3nm/4)).

4) En utilisant les conditions initiales on voitque : 1 +a=0,1 —a+ b =2donca = —1,

b=0.

Ainsi, un, = 1 — /2" cos(3nm/4).

5. On fixe un repere (O, 07, /;) orthonormé direct.

Si d(a, 5,7) est un vecteur, vérifier que @ — @ A & est linéaire, et
déterminer sa matrice, son noyau, son image.

On a bien, pour tout réel X et tous vecteurs @ et 7 les égalités (AZ) A @ = \(T A &), et

(T+ V) AN&d =4 A&+ YA, done "application est linéaire. et on peut la représenter par une
matrice.

Pour déterminer sa matrice dans la base (;, j, E), il suffit de calculer en fonction de f,fet k

1 a 0 0 a y
I’image de i j_"et k. On calcule donc [ 0 | A Bl=1—].[1|AB]=] 0 ]et
0 ¥ 153 0 ¥ —a
0 « -
01N B]| =1 «
1 o4 0
0~ =P
La matrice estdonc | —y O a |, elle est antisymétrique (opposée de sa transposée).

Le noyau de I’application est I’ensemble des vecteurs dont 1’image est nulle : par définition du
produit vectoriel, ¢’est donc ’ensemble des vecteurs colinéaires a &, que 1’on peut noter Ri ou
Vect().

L’image de I’application est I’ensemble des vecteurs de la forme % A & o 4 est un vecteur
quelconque.

11 est clair que Im(f) est contenu dans I’ensemble des vecteurs orthogonaux a &J.

A P’inverse si @ est orthogonal &, on pose @ = 7 A w/||@|)°.

Alors (formule du double produit vectoriel) :

f@) =i A& = (TAG)w/|E]* — (@.6)7/||&]* = 7.

Ainsi, tous les élements du plan orthogonal a ¢J sont dans I’image de f : I’image de f est bien le
plan orthogonal a &.

x
6. On considere I’application f de R* dans lui-méme qui au vecteur Z
t
r+y—2z+t
associe le vecteur y+2z—ti
T4z —3t

do + 2y + 2 — 3t
Montrer que 1’application est linéaire, déterminer son noyau (I’en-
semble des vecteurs dont I’image est nulle), son image (I’ensemble des
vecteurs qui peuvent s’écrire f(z,y, z,t) pour au moins un choix de co-
ordonnées zx, y, 2z et t) et sa matrice dans la base canonique.

corrigé succint :

4 0 3
7.SoitA=|-2 2 -3
-2 0 -1

(a) Déterminer le polyndme caractéristique de A.

(b) En déduire les valeurs propres de A.

(c) En déduire les vecteurs propres de A.

(d) La matrice A est-elle diagonalisable ? Si oui, la diagonaliser.
(e) En déduire I’expression de A”".



®

(a)
(b)

©)

d

=

(e

= dx + 3z
y = —2zx+2y-—3z.
Z = —2r — z

Résoudre le systeme différentiel

corrigé succint :

4-X 0 3
Cest| —2 2-X —3 |, soit apres calcul —X3 4+ 5X2 — 8X + 4.
—2 0 -1-X

La factorisation du polynéme caractéristique est —(X — 1)(X — 2)2, donc les valeurs propres
sont 1 et 2.

Pour trouver les vecteurs propres associés a la valeur propre 1, on résoud le systeme
4x + 3z = T T+ 2z = 0
—2x+2y—3z =y, quise ramene facilement & ¢ 2z —y+ 3z = 0, donc on
—2r—z = z
1
trouve comme solutions tous les vecteurs de la forme = | —1
-1
Pour trouver les vecteurs propres associés a la valeur propre 2, on résoud le systeme
4z + 3z = 2z
—2x +2y—3z = 2y, quiseramene facilement a I’équation 2z + 3z = 0, donc on
—2rx—z = 2z
3 0
trouve comme solutions tous les vecteurs de laformexz | 0 | +y [ 1
-2 0
Les vecteurs 71 , ) 1 (par exemple) forment une base car le déterminant
1 3 0
de lamatrice P = | —1 0 1 | vaut-1 (développement selon la derniere colonne...) et
-1 -2 0

1 0 0
donc est non nul. Ainsi la matrice est diagonalisable, et P"*AP = (0 2 0
0 0 2

1 0 0 1 0 0
OnadoncA=P |0 2 0P ' doncA”=P|0 20 0 |PL
0 0 2 o o0 2"
Pour calculer P! on résoud le systeme
a = z+3y r = —2a — 3c
b = —x+2z ,cequidonne y = a+c s
c = —x—2 z = —2a+b-3c
-2 0 -3
donc P71 = 1 0 1
-2 1 =3
—-2+32" 0 -—-3+32"
Finalement, A = [ 2 —2n*!1 92n 3 _32"

2—ontl o 3—ont!

x x
() Nls’agitderésoudre [y | = A [y
2 z

T X X T

On définit X, Y et Z parlarelation [y | =P | Y |,soitaussi [Y | =P |y

z Z Z z

remarque 1 : Il ne sera nulle part nécessaire ici d’expliciter le calcul de X, Y, Z en fonction de
x, y, z (ce qui serait faisable en utilisant le calcul de P~ effectué a la question précédente).

X x x’ X'
remarque 2 : P est constante, ladérivéede | YV | = P! [y |est P71 | ¢/ | = | Y’
Z z 2 z'
x’ T X'
Alors en multipliant par P~! le systtme devient P! [ ' | = P7'A [y |,donc | V' | =
2 z A
X 1 0 0
PAP|lY | =0 2 0 ysoit X' = X, Y =2Y, 7 =22
Z 0 0 2
Les solutions sont donc X = ae', Y = Be? et Z = ve!, et par conséquent,
T ae’ + 3Be*
y| =P Bem , donc —ae’ +ve?t |,
z —aet — 28e%

o, B ety étant des réels quelconques (on pourrait les déterminer si on donnait 3 conditions
initiales pour le systeme d’équations différentielle, par exemple les valeurs en 0 des fonctions
que I’on cherche z, y et z).

4 =2 -1

8. SoitB=1[2 0 O

1 -1 0

(a) Déterminer le polyndome caractéristique de B.

(b) En déduire les valeurs propres de B.

(c) En déduire les vecteurs propres de 5.

(d) La matrice B est-elle diagonalisable ?

(e) Déterminer un vecteur Z qui n’est pas un vecteur propre de 5B mais tel
que (B—1)’Z =0

(f) On note X et Y des vecteurs propres (les plus simples possibles) as-

sociés aux valeurs propres de B. On construit P la matrice formée des
colonnes X, Y et Z. Calculer P~! puis P! BP.

(g) En utilisant la question précédente résoudre le systeme différentiel



¥ = dor—2y—z
y = 2x
2 = x—y

corrigé succint :

On trouve pour la valeur propre 1 le vecteur X = (1,2, —1) et ses multiples, et pour la valeur
propre 2 le vecteur Y = (1,1, 0).

4 -3 -2
(A—T1)?vaut [4 —3 —2| donc le vecteur Z a des coordonnées qui doivent vérifier
0 0 0

4z — 3y — 2z = 0. On peut prendre Z = (1,0, 2) par exemple ce n’est pas un vecteur propre.

Si on pose alors
1 1 1

pP=12 1 0],
-1 0 2

-2 2 1
alos P~'=4 -3 -2

-1 1 1
4 -2 -1

etavecB=[(2 0 0

)
5
)
)

1 0 1
oncalcule P"'BP= {0 2 0
0 0 1
U x
Sionposealors [ V | =P~ |y |,
w z
T x’ U’ 1 0 1 U
alors 'équation B [y | = | v/ | devient [ V' | = [0 2 0 1%
z 2 w’ 0 0 1 w

Donc W (t) est de la forme W (t) = e, et de méme V' (#) est de la forme V (¢) = pe? (on
résoud des équations linéaires du premier ordre sans second membre a coefficients constants).
On a ensuite une équation U’ () = U (t) + Ae’, qui a pour solution de I’équation sans second

membre les fonctions ve’, et une solution particuliere Ate’, donc finalement U (t) = ve' + Ate’.
U ve + Ate
On peut alors calculer P [ V' | = P pe?t
w et

pour trouver les lignes x(t), y(t), z(¢).

9. On souhaite déterminer les suites définies par u,, 1 = u, + v, €t v, 1 =
3u, — vy, avec les conditions initiales ug = 1, vy = 5.

Ecrire sous une forme matricielle <U"+1) =A <U") ces égalités.
n+1 n

Diagonaliser la matrice A.
En déduire les expressions de u,, et de v,, en fonction de n.

corrigé succint :

On peut écrit sous forme matricielle les relations de I’énoncé :

()= (3 1) (1),

On peut donc écrire successivement :
un) (1 1Y (w1 (1 1N\ funs\ (1 1\" (uo
vn)  \3 -1 Un—1) \3 -1 Un—a) 7 \3 -1 V0

11 suffit donc de calculer (; jl) pour conclure !

1-X

1 _ 2
3 _1 ,X' = X~ — 4, et les valeurs

Le polynome caractéristique de cette matrice est

propres sont 2 et —2.
Les vecteurs propres associés a 2 sont les (z,z), z € R.

Les vecteurs propres associés a -2 sont les (z, —3x), z € R.
et la matrice de départ est diagonalisable, avec
a1 1 (2 0
P (3 -1 P= 0 -2/
(1 1\" i 0 .
Ainsi, <3 71> =P < 0 (72)n> P
Il reste donc a calculer P~ ! (formule vue en semestre 2 pour les matrices 2 X 2) :
1 /-3 -1 1/3 1
-1 _ _* —
F _74<71 1) 4(1 71>
et finir le calcul par deux multiplications de matrices 2 X 2...et on obtient

w1 (3204 (=2)" 2" —(=2)"
AT =1 (3.2" —3(=2)" 2"+ 3(72)">

ewsmtement () =1 (S35 20 () = G )

On peut donc poser P = (1 _3

10. Systeme mécanique

On attache deux ressorts identiques, de longueur au repos L, de raideur
k et de masses négligeables a trois points de masses identiques m.

On suppose que les seules forces exercées sur les points sont les forces
de rappel des ressorts.

On fixe un repere horizontal avec un vecteur unitaire 7’ dirigé vers la
droite, et on note =1, x5 et x3 les abscisses des points, et on définit les
variables Uy =1 + L, U9 = To, U3 = T3 — L.



(a) Déterminer le systeme d’équations différentielles que vérifient les —k/m  k/m 0 u1
fonctions 1y, s, s Pt k/m —2k/m k/m | PP™' [ us | donc

0 k/m  —k/m u3
(b) Calculer les valeurs propres et vecteurs propres de la matrice corres- Uy 0 0 0 U
pondante. Uy | =10 —k/m 0 Uz |,
Uy 0 0  —3k/m) \Us

() Interpr cter phys1quement. ce qui correspond aux 3 équations différentielles :

Uy = 0, de solutions Uy = (at + b)
corrigé succint : Uy = —k/mUs, de solutions Uz = ccos(y/k/mt) + dsin(y/k/mt)

3 = —3k de soluti = k/mt i k/mt
(a) La force appliquée sur I’objet de gauche vaut k((z2 — z1) — L)) = k(z2 — (z1 + L)) = % 8k /mUs, de solutions Us = e cos(y/3k/m#) + f sin(\/3k/mt)

k_(_ul + u2) Et ensuite u; = Uy — Us + Us
Ainsi en appliquant le PFD a cet objet, uf = —k/mwu1 + k/m us. uz = U1 —2Us
En I’appliquant de méme aux deux autres objets, on trouve le systéme us =U1+ U2+ Us
! —k/m k/m 0 w On obtient trois solutions fondamentales :
ul | = k/m —2k/m k:/m Us — si seule U; est non nulle :
ul 0 k/m —k/m us mouvement de translation rectiligne uniforme de I’ensemble (sans déformation des res-
kfm— X k/m 0 59“S>1 . e
b)Le polyndme caractéristique de cette matrice k/m —2k/m — X k/m st seule Uz est non nulle :
0 k/m —k/m— X oscillations a la pulsation 1/ k/m et en opposition de phase des deux points extérieurs, le
vaut, en remplagant L; par L1 + Lo + L3 puis en mettant —X en facteur sur la premiére point 2 restant fixe
ligne : si seule U3 est non nulle :
1 1 1 oscillations en phase des points extérieurs a pulsation /3k/m, le point 2 oscillant en
—X |k/m —2k/m—X k/m opposition de phase et amplitude double.
0 k/m —k/m—X
Puis en enlevant k/m fois la premiére ligne 2 la seconde :
1 1 1
-X[0 -3k/m-X 0 . .
0 k/m —k/m— X 11. matrices et optique
11 1 Dans le cadre de I’approximation de Gauss, on modélise la propaga-
soit finalement —X (—X — 3k/m) |0 1 0 et en développant selon la h
0 k/m —k/m-X tion d’un rayon dans un milieu homogene d’indice 1 par un vecteur | .
deuxieme ligne : —X (=X — 3k/m)(—X — k/m). . vt
Les valeurs propres sont donc 0, —k/m et —3k/m. ou:
1 -1 1 h est 1a hauteur (mesurée verticalement depuis I’axe optique),
Elles sont associées respectivement aux vecteurs propres [ 1 |, [ O Jet | —2]. 1 5 . , .
1 1 1 1 I’angle qu’il fait avec 1’horizontale,
On a 3 valeurs propres différentes donc la matrice est diagonalisable. Si on pose P = et v un nombre qui est égal a 1 si le rayon se propage dans le sens
1 -1 1 N . .
normal (de gauche a droite), —1 sinon.
1 0 —2| lamatrice dans la base canonique des vecteurs propres, alors P"' AP = D ( g ):
1 1 1
avec A la matrice du systeme définie plus haut, et D la matrice diagonale de coefficients 0, Un systéme optique (composé de lentilles, miroirs, etc.) est modélisé
—k/m et =3k/m. par une matrice M de taille 2 x 2 de sorte que 1’on ait
Ui Ui ulll h h
(b) Introduisons les fonctions Uy, Us, Us par |us | = P Uz |, alors P71 [uf | = 2 ) =M 1 ,
us Us uy Va2 2101



Vit
tant du systeme.

hy 5 he
avec .| le rayon entrant dans le systeme et i le rayon sor-
202

Quand un systeme est composé€ de plusieurs éléments, sa matrice est
obtenue en multipliant les matrices des éléments qui le composent, en
indiquant de droite a gauche les matrices des éléments successivement
rencontrés.

(a) montrer que la matrice d’une zone transparente de longueur D est

b 7)

(b) montrer que la matrice d’un miroir sphérique de rayon R est

1 0
(orm 1)
(¢) En déduire la matrice d’une cavité laser constituée de deux miroirs
sphériques concaves de rayons Ry et R, et séparés d’une distance D.
Pour cela on prendra en compte un aller-retour complet (2 traversées

et 2 réflexions, attention a I’ordre!)
(d) On obtient donc une matrice 2 x 2 que 1’on notera :

u ()

Vérifier que ad — bc = 1
(e) On note h,, 1a hauteur au bout de n aller-retour dans la cavité.
Montrer que pour tout n, h,i2 — (@ + d)hy1 + hy, = 0, puis en
déduire une expression de h,,.
(f) Trouver la condition sur a et d pour la suite ne diverge pas et que les
hauteurs successives restent bornées.
Montrer que cette condition s’exprime sous la forme 0 < g;90 < 1
avec g; =1 — D/R;
(a) Sur une zone transparente de longueur D, I’angle ne change pas i2 = i1,
et par ailleurs la tangente de cet angle vaut (he — hq)/D.
Comme I’angle est petit, la tangente est égale a I’angle, et finalement :
i = i1
et ho — hy = D tan(iq) soit he = hy + Di;.

. o 1 D
La matrice d’une zone transparente de longueur D est ainsi bien <0 1 > .

(b) Avec le schéma suivant :

©

On voit que tan(a) = hy /OB, soit par approximation hy /R = a.

Dans le triangle O B 1a somme des angles vaut 7, donc o + 7/2 + (0 + (7/2 —
i1)) = m, etdonc a = iy — 0.

Dans le triangle DIO la somme des angles vaut 7, donc iy + 3 + 6 = 7 soit
io+ (m — ) + 0 = 7, etdonc is = 2c — 47.

Au final on obtient :

h,2 = h,l Ctig = 2h/R* il.

Comme ici v9 = —1, la matrice obtenue est bien (21/R (1))
En déduire la matrice d’une cavité laser constituée de deux miroirs sphériques

concaves de rayons R; et Ry et séparés d’une distance D. Pour cela on prendra
en compte un aller-retour complet (2 traversées et 2 réflexions, attention a I’ordre !)

Dans la cavité un rayon parcourt une distance D, est réfléchi par le premier mi-
roir de rayon I?;, parcourt une distance D, est réfléchi par le second miroir de rayon
Rs.

1 0 1 D 1 0 1 D .
11 suffit donc de calculer <—2/R2 1) (0 1) <—2/R1 1) (0 1),smt

en deux étapes pour profiter de deux calculs identiques :

(o ) G D)ol )6 7)) -



(d)

(e)

®

(2)

1 D 1 D
(2/32 1- 2D/R2) (2/1?,1 1- 2D/R1) -
( 1-2D/Ry 2D —2D?/ Ry )
72/R1 — 2/R2 + 4D/(R1R2) 1-— 2D/R1 — 4D/R2 + 4D2/(R1R2) ’
Le déterminant ad — bc de la matrice précédente vaut donc (1 — 2D/Ry)(1 —
2D/R1—4D/Ry+4D?/(R1R3))—(2D—2D?/Ry)(—2/R1—2/R2+4D/(R1R2))
soit

1—-2D/Ry —2D/Ry +4D?/R? —4AD /Ry +8D?%/(R1R2) +4D?/(R1Ry) —
8D3/(R?Ry) — (—4D/R1 +4D?/R2 —4D/Ry+4D?/(R1R2) +8D?/(R1 Ry) —
8D%/(RiRy)) =

1—4D/Ry+4D?/R?—4D/Ry+12D?/(R1 Ry) —8D3/(R1R2) +4D/ Ry —
4D%/R? +4D/Ry — 12D?/(R1Ry) + 8D /(R2R3)) = 1
Soit n un entier positif. En appliquant la matrice du systéme optique aux vecteurs

(h:) on obtient les vecteurs (i;::ll), et donc les relations ligne a ligne :

(@) : hpy1 = ahy, + biy,

et

(8)int1 = chy + diy,.

En isolant 7,, dans la relation («) on obtient la relation équivalente ()i, =
(hn+1 — ahy) /0.

En reportant cela dans (3) :

int1 = chy + (d/b)((hpt1 — ahy,), soit en multipliant par b :

bin4+1 = bchy, + dhypy1 — adh,,, et comme bc — ad = —1, on obtient la relation
((S)bin.’_l = —hn + dhn+1.

Si enfin on applique («) avec I’indice n + 1 en utilisant (§) : hy12 = ahpt1 +
bin4+1 = ahp41 + dhy41 — hy, ce que I’on voulait prouver.

Pour en déduire une expression de h,,, on peut utiliser la méthode habituelle de

détermination : I’équation caractéristique est X2 — (a+d) X +1 = 0, le discriminant
est(a+d)> —4 = (a+d—2)(a+d+ 2) et selon son signe on peut expliciter les
solutions.
Si les racines sont réelles, le produit est 1 donc I’une sera plus grande que 1 : la suite
ne peut pas converger ! Il faut donc que les racines soient complexes, et le discrimi-
nant strictement négatif, ce qui impose (a + d)* — 4 < 0 soit —2 < a + d < 2 soit
O0<a+d+4<4.

Mais a +d +2 = 4 —4D/Ry — 4D/Ry + 4D?/(R1R3) = 4(1 — D/Ry —
D/Ry + D?/(R1R2)) = 49192,

on obtient bien la condition 0 < g192 < 1.
remarque : on peut aussi remplacer ces deux questions par un raisonnement basé
uniquement sur les valeurs propres :

b .
) sont notées \1 et Ao,

i. on rappelle que si les valeurs propres de M = (Z d

ii.

iii.

le polyndme caractéristique s’écrit a la fois X2 — (a + d)X + (ad — be) et
(X — )\1)(X — )\2) = X2 — ()\1 + )\Q)X + )\1)\2.
ainsi ici, la somme des valeurs propres A; et Ay vaut a + d, pendant que leur
produit vaut ad — bc = 1.
si les valeurs propres sont réelles et distinctes, leur produit valant 1, I’une est
forcément strictement supérieure 1 ou strictement inférieure a —1. On suppose
que c’est Aj.

Mais alors si on diagonalise M = PDP~!, avec D la matrice diagonale

D = A0 et si on note X le vecteur P 1
0 X

0>, alors on constate que

ny — p (A
A"X =P < 0
reste dans la cavité.
on doit donc avoir un discriminant négatif, soit (a + d)? — 4(ad — be) =

(a+d)?-4=(a+d—2)(a+d+2)<0.

ne converge pas...c’est impossible si on veut que tout rayon

12. Circuit électrique
Soit le circuit électrique suivant :

%
“«—

Ur,

e(t) T@ vo| ——

Yic
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On considere les variables ¢, et uc.

(a) Régime libre On considere que la source de tension est éteinte : e = 0.

Au départ, le condensateur est chargé avec une charge gy (donc tension Uy aux

bornes de u¢) etir,(0) = 0.

i
ii.
iii.
iv.
V.

Vi.

Rappeler les relations entre i¢ et uc, puis entre iz, et uy,.

Ecrire une loi des mailles pour relier les 2 variables qui nous intéressent.

Ecrire une loi des nceuds, pour établir une deuxiéme relation entre ces variables.
Traduire ces deux relations sous forme matricielle.

Déterminer le polyndme caractéristique de la matrice et ses valeurs propres
(complexes). Puis en déduire les vecteurs propres.

La matrice est-elle diagonalisable ? Si oui la diagonaliser.



vii. Résoudre le systeme différentiel.

(b) Régime forcé On considere maintenant que la source e(t) = Ey cos(wt).
A Uinstant initial, le condensateur est déchargé (en raison des résistances intrin-
seques au circuit) et i1, (0) = 0.

R 700 Ro

c . T =
Effectuer le changement de base pour retrouver les équations différentielles 1500
précédentes avec maintenant un second membre.

i. Faire apparaitre la nouvelle forme matricielle du probleme.

2100

ii. Résoudre le systeme différentiel.

iii. Que se passe-t-il quand w = 1/v/LC?

On cherche les réactions Rl et R} telles que la poutre soit stable et immobile.

(a) Appliquer le principe fondamental de la dynamique & la poutre pour obtenir la pre-
miere relation entre Ry et Ro

(b) Appliquer le théoreme des moments cinétiques au point d’application de la force F
pour obtenir la seconde relation entre R; et Ro

13. Systeme mécanique
(c) Reformuler le probleme pour le mettre sous la forme matricielle.

Une poutre, sur laquelle on exerce deux forces F et Fy, est posée sur deux supports : (d) Résoudre le probleme en utilisant la matrice obtenue précédemment.



