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Introduction

Apparus au cours des années 60 dans I'étude du problesnmaks, les groupes de
Thompson forment une vaste classe de groupes dénombeafalesen commun la pro-
priété d’étre représentables par des groupes d’hamégahismes "par morceaux” (affines
par morceaux sul0, 1], PSLy(Z) par morceaux suwH, ..). Définis dans le cadre de tra-
vaux en logique, ces groupes interviennent aujourd’husanmultiples domaines des
mathématiques : théorie des groupes, combinatoire)dgf@ géométrie hyperbolique,
physique mathématique...

On peut parmi les groupes de Thompson en distinguer troigiegument bien les
differents aspects des groupes de Thompson classiques :

- le groupeV, qui peut étre vu comme groupe d’homéomorphismes dediabte de
CantorC - c’est le groupe initialement décrit par Thompson,

- le grouperT, sous-groupe d¢, qui peut étre vu comme groupe d’homéomorphismes
deSt,

-le groupeF, sous-groupe dii, qui peut étre vu comme groupe d’homéomorphismes
de[0,1] ou [0, oo].

V est le premier exemple connu de groupe infini, simple et degntation finie ; le
groupeT partage ces propriétés, alors druest de présentation finie mais n’est pas simple
(seul[F,F] I'est).

Ces trois groupes sont les archétypes de trois grandesckEmses de groupes de
Thompson : les groupes qui agissent de maniére naturell®,40 (groupes de typ€),
surSt (groupes de typ@) ou sur I'ensemble de Cant@r (groupes de typ¥); dans ce
travail n’interviendront que les groupes de typetT.

G.Higman dans les années 70 étudie algébriquement depes de typd&/ qu'il
définit comme groupes d’automorphismes d’une algebrecuselle.

Plus tard, M.Brin, C.Squier, K.Brown, R.Geoghegan et daitvont introduire des
groupes -liés aux groupes originaux de R.Thompson et @Gkiig de typd- et T, et les
interprétent de maniere plus concrete comme groupesnBomorphismes affines par
morceaux dé0, 1], [0, e[, S'. En particulier K.Brown définit les groupés et T, (a € N,

a > 2) que nous utiliserons abondamment.

Une remarque de W.Thurston améene une nouvelle descrigignoupel qui le relie
a la géomeétrie du plan hyperbolique, et donne un nousglres son étude : le groupe de
Thompson peut-étre vu comme le grolRleSLy(Z) des homéomorphism&Sly(7Z) par
morceaux sur le bord du plan hyperbolique avec points derregang) U {e}.

P.Greenberg va largement étudier ces aspects projegtifsodipe de Thompson ; pour

7
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cela il utilise des classifiants de pseudogroupes et inirode géométrie projective par
morceaux CPP-geometry) qui se révele étre un bon cadre d’étude pewgrbupe de
Thompson projectif.

Une question laissée ouverte dans un des papiers de Po8rganotive le présent
travail. On sait que le groupe de ThompdeRSLy(Z), isomorphe au group€, est de
présentation finie ; on peut se demander si cette prepriste vraie quand on remplace
PSLy(Z) par un sous-groupk d’indice fini sans torsion, c’est-a-dire si I'on se regtiei
au sous-groupe deSly(Z) des élémentE par morceaux.

P.Greenberg montre que, dans le casloi est une surface de genre strictement
positif, le groupe obtenu n’est pas de type fini. L'objet de@travail est I'eétude du genre
0, et nous allons répondre dans ce cas positivement a &igaesil” est un sous-groupe
dePSLy(Z) d'indice fini et sans torsion, tel qué/I" est une surface de genre 0, le sous-
groupeTr des éléements dePSly(Z) qui sontl” par morceaux est de présentation finie.

Au milieu des années 80 E.Ghys et V.Sergiescu étudieradpects dynamiques de
ces groupes, et plus tard V.Sergiescu et P.Greenbergsstiti un lien avec les groupes
de tresses.

K.Brown, suivi par S.Cleary, M.Stein, vont introduire Igptdogie dans I'étude des
groupes de Thompson : ils élargissent la famille des gmugeThompson et mettent
en place des outils topologiques qui leur permettent de migtade des principales
propriétés algébriques de ces groupes (présentatienfiP,, simplicité).

J.Cannon, W.Floyd et W.Parry, initialement motivés payuastion de la moyennabi-
lité du groupe de Thompson, donnent des présentationgrdeped-, T etV, et exposent
certaines questions ouvertes du domaine.

Cette question de la moyennabilité Beest apparue avec le résultat -déja présent
dans des notes originales de R.Thompson et re-découvevt.Bain et C.Squier- disant
gue le groupe de Thompsdénne contient pas de sous-groupe libre a deux générateurs.
L'existence d’'un tel sous-groupe est I'obstruction la pilsssique a la moyennabilité
d’'un groupe ; mais malgré cela, le groupe de Thompson seaupbeird’hui un candidat
sérieux pour donner un groupe non moyennable de présemtetie.

On peut aussi, parmi les développements actuels sur lepggale Thompson, men-
tionner :

- les conséquences de linterprétation par V.Guba et pirSke ces groupes comme
groupes de diagrammes,

- I'étude de plongements quasi-isomeétriques entre greule Thompson, étudiés par
J.Burillo, S.Cleary, M.Stein en utilisant la descriptioesdelements du groupe par des
couples d’'arbres, et leur forme normale.

- une généralisation de C.Rover, qui considere le geallpoméomorphismes de I'en-
semble de Cantor engendré par le groupe de Thomgsenun groupe périodique de
R.Grigorchuk, et prouve gu'il est, tout comide simple et de présentation finie.

Quelgues esultats classiques sur les groupes de Thompson affines :

On trouve au moins quatre définitions équivalentes degpg® des Thompson clas-
sigues (a€eN,a>2):
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— la définition de Thompson-Higman, liée a la notion d&ddge universelle, qui ins-
pire la définition combinatoire citée ci-dessous. Ellest’plus directement utilisée

aujourd’hui, et nous ne la reprenons pas ici,
— la définition du groupe par une présentation : on se doeagénérateurs, i € N

et des relations; j : xiX; = Xj+a—1X pouri < j; le groupe est alors :
Fa=<Xi|rij>

— la définition comme groupe d’homéomorphismes :
Fa est le groupe des homéomorphismes croissants affines paeaux def0, 1]
dont les points de ruptures sont d&jd/al, et les pentes des puissanceside

DansF on retrouve les élémenkg etx; :

1 X0 1]
3/4 _
5/8 _
1/2 _ 1/2 |
1/4 ]
I I I I I I I
1/2 3/4 1 1/2 3/47/8 1

— la définition combinatoire, a I'aide de couples d’arbre&st celle que nous utili-

serons dans le chapitre I.

Pour le moment contentons nous de remarquer que cettetid&fidecoule de la
précédente, en représentant par un arbre les partd&[0sl] définies par les points
de rupture, un couple d’arbres représentant une appulitgtii associe de maniere
affine les intervalles du second arbre a ceux du premier.

Ainsi, les élements, etx; deF peuvent se représenter par les couples :

SNV

Les groupes ainsi définis sont bien entendu isomorphesgisgedme groupe sera noté
F.i si I'on désire préciser sa nature de groupe d’homéomismpés sufo, 1].

La présentation ci-dessus Bgpar générateurs et relations, si elle est infinie, peut se
ramener aisément a une présentation finie, et ainsi tagogs de Thompsdr, sont des
groupes de présentation finie.

La description du groupE;} comme groupe d’homéomorphismes [@¢l] suggere
une généralisation au cerct vu comme un quotierid, 1]/{0= 1} ; ce sont les groupes
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Ta : Ty est le groupe des homéomorphismes affines par morceal@xid¢é{0= 1} dont
les points de ruptures sont daffl/al, et les pentes des puissancesde
T, est lui aussi un groupe de présentation finie.

Onnoteradanslasuife=FR etT =To,.

On montre qud est un groupe simple, &test donc, tout commé qui est le groupe
initialement défini par Thompson, un groupe infini, simplee présentation finie.

Ce groupe€T joue un role particulier parmi les group&g car W.Thurston en a donné
une interprétation comme groupe d’homéomorphisR®i(Z) par morceaux sus' vu
comme le bord du plan hyperboliqiie

Description projective des groupesl, et :

SoitH le demi-plan de Poincar@H, RU {} etS' sont homéomorphes, et I'identifi-
cation avecS! permet ainsi de mettre un ordre cyclique sur cet ensemble.

On appellePPSl;(Z) le groupe des homéomorphismfede 0H tels qu'il existep; <
... < pn € QU{o} et desfi € PSLy(Z) avect|p 1) = fi, fi(po,p) = fn. Ce groupe est
alors isomorphe au groupe de Thomp3on

Cette définition projective d€ a suggéré a P.Greenberg au début des années 90 I'etude
d’'une famille naturelle de sous-groupesRIRSL>(Z), indexée par certains sous-groupes
dePSLy(Z) : siT est un sous-groupe d’indice fini sans torsiorP®i,(Z), on appellelr
le sous-groupe des élémentsRIgSLy(Z) qui, sur chacun des intervalles entre les points
de rupture, coincident avec un élémentldeet Fr le sous-groupe des éléments Te
qui fixenteo. Alors H/I" est une surface de Riemann d’aire finie, de gepret ayantvr
cusps, et ces deux parametres caractérisent les groupebr a isomorphisme pres.

On sait déja que le groug®PSLy(Z) isomorphe &, est, comme tous les groupés
de présentation finie. A l'inverse, P.Greenberg ([13])rére I'abélianisé des group&s
et Tr en fonction de certains espaces de lacets, et il en dedwitgp > 0, qu’ils ne sont
pas de type fini.

Mais en genre 0 I'abélianisé d& est de type fini, et cette méthode ne permet pas
de conclure. L'objet principal de ce travail est I'etudeadecasgr = 0; on prouvera en
particulier queFr et Tr sont de présentation finie.

Contenu et apports de ce travail :
chapitre |

Dans ce chapitre on résume les principales définitionsj gue les propriétés “clas-
siques”, des groupes de Thompdgaret T,.

En particulier on donne ici une description concretd-gleomme sous-grougde)” de
Homeéo' ([0, +oo]).

Ces groupe$;” admettent une description forestiére naturelle : chad@mént du
groupe peut étre défini de maniére combinatoire par upleade foréts, les foréts étant
ici des suites indexées pard’arbresa-aires.

Cette représentation des grouggs qui est I'analogue suj0, [ de la description
usuelle sur0,1] par des couples d'arbres, permet une détermination sietptepide
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d’'une présentation infinie réguliére. Mais le principaérét pour nous de ces groupg&s
apparaitra dans I'étude de la version "linéarisée”[8up| des groupest : on montrera
que ces groupes peuvent étre décrits a l'aide des grdifpesF2.

chapitre I

On consideré un groupe fuchsien sans torsion, tel dlld~ est une surface a pointes,
et on définit les grouped™par morceauxFr et T qui seront I'objet de notre étude.

On montre que ces groupes ne dépendent que de la classeédimrphisme du
quotientH/I", ce qui nous permettra de ramener notre étude du genreéudd’ d’'un
seul exemple de grougepour chaque valeur du nombre de cusp&ldé.

chapitre Il

On commence ici par mettre en place les outils qui nous pé&onétd’étudier le
groupeFr dans le cas des surfaces de genre 0.

Tout d’abord, a I'aide d’arguments combinatoires porsamtun domaine fondamental
du groupd, on montre que I'on peut "linéariser” ce groupe. Ainst, est conjugué au

0, , . . :
groupeF, [a+]1 des homéomorphismes croissants affines par morcea{ Hedont les

pentes sont des puissancesadd les points de rupture sont daﬁ-_&lZ[l/a].

0,1 .
Il est possible de voiF ;ajl comme un sous-groupe ¢g; mais, bien que le groupe

Fa soit bien connu, cette remarque ne semble pas donner déatésin revanche, un
homéomorphisme entf, 1] et [0, «o[ de nature affine par morceaux (le nombre de "mor-

z

ceaux” étant infini) conjuguﬁg 5431 a un groupe d’homéomorphismes croissants affines
par morceaux d¢0,+oo[, F°, .4, dont 'étude nous permettra de prouver dieest de
type, puis de présentation finie.

chapitre IV

Dans cette partie apparait I'intérét de I'introductasce groupé anil. €N effet son
etude, donc celle du groujpe qui lui est isomorphe, peut (en partle) se ramener a l&tud
des groupes de Thompség et F2. Notre principal résultat ici est que tout élément de
Fgfa 1 peut s’écrire comme une composeée de trois types d'ajiolics:

— les éléements du group€;, qui est naturellement inclus daR§,
— les éléments d’'un sous- groupel%gédﬂ, conjugué au groupie;”,
— les élements d’'une famille d’ appllcatlohfk) gue I'on explicitera.

On montre ensuite qu’un nombre fini d’applicatiofpset les groupe§,® et F3 suf-
fisent a engendrer tous les elementszg’gH, les deux groupeB,” et F; étant de type
fini, on peut alors affirmer quléa°fa+1 est de type fini.

A ce stade nous aurons alors obtenu un résultat qui moejaegde le cas des groupes
Fr de genre 0 est difféerent du cas du genre strictement positif

Théoreme A
SiT estde genre 0, le groupe est de type fini.
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Il apparait alors naturel d’essayer de donner une présentdes groupe$r, en
espérant gu’elle puisse se ramener a une présentatien fin

chapitre V

Etudier le groupd=,7,. ; a l'aide des trois types d'applications utilisés pour ftnen
gu'il est de type fini n’est pas aisé ; mais on remarque aloesa@ groupe est d’indice 2
dans un groupeéla a1 que I'on peut décrire uniquement a l'aide de deux sous{ugs,
le groupeF,2 et un groupd-, isomorphe au groupé,.

Comme le groupeFe‘{j’a+1 est d'indice 2 danddaa;1, ils seront simultanément de
présentation finie ou infinie ; le probleme de la présémafinie deF- se ramene donc
finalement a I'étude de la mé&me question pour le grddpe, 1.

On peut alors, a l'aide des ces deux sous-groupes, doneedastription forestiere
du groupeHa a1 qui généralise, bien que la structure soit rendue pluspbexa par la
présence de deux familles infinies de générateurs, lerigésn forestiere des groupes
classique$, donnée dans le chapitre |.

En particulier I'étude fine de ces couples de foréts noaspede donner un systeme
infini de relations du groupla a+1, qui est long mais de structure assez réguliere :

Théoreme B
Le groupeHa,at1 est défini par les génératews, i > 0, z, k> 0, et les relations

(R) :

(Re)) k<lI: 2z =  Z.g 1%
(REj) i<i: YAYA] = YA(j+a-1)YAi
(R%;) k<Ai: Zyai = Yait+2a-2)%

(RY Al+1) <K: Yazk = Zga@-1YAi

(R°) Vi ZAIZAI41 - - ZAG 1)1
= YAiYA(i+1) - - - YA(i+a—1) YAI
(RY) Vi, A=0,...,AT YaYaii1)---YA(+2a 3)YA(+2a 2)ZA0 1A
= Zpi+haZAi+ha+1 - - - ZAi+-hata—1YAi

Nous commencons par démontrer cette présentation amoasuparticulier, celui du
grouperl (2) des élément{ 2 3 ) dePSLy(Z) aveca,d impairs etb, ¢ pairs ;H/I"(2)

est une surface de genre 0 avec trois cusps.

La démonstration donnée dans ce cas est quasiment idergida démonstration
générale, et prépare donc celle-ci. Mais on sait de ptasyer dans ce cas particulier
I'existence d’'une forme semi-normale pour les élementgrdupeHs 4.

Cette présentation infinie du groupe étant prouvée, Bveadans un deuxieme temps
a la reduire a une présentation finie, et on obtient aiosie résultat principal :

Théoreme C
Le groupeF est de présentation finie.
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chapitre VI

Enfin, pour démontrer quE- est lui aussi de présentation finie, on trouve un complexe
simplicial sur lequel il agit avec un quotient fini et des dtahteurs que I'on calcule a
partir deF et qui sont de présentation finie. Des résultats classi@leeK.Brown) reliant
la question de la présentation a ces propriétés toppleg nous donnent alors le :

Théoreme D
Tr est de présentation finie.

chapitre VII

Dans cette partie on compléte par quelques résultagdigaisé, simplicité dg, Fr])
I'étude du groupéT, et I'on donne quelques pistes pour des résultats nonepcouves :
cas général des groupes fuchsiens, début d’approahetelniu résultat de P.Greenberg sur
les groupes de genre strictement positif, ..
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Chapitre |

Un apercu des groupes de Thompson
classiques

Les groupedr et Fr sujets de notre étude généralisent les groupes défigisidiés
par R.Thompson puis G.Higman, M.Brin, K.Brown, P.Greegb&.Ghys, V.Sergiescu
et bien d’autres; nous utiliserons par la suite certainespitepriétés de ces groupes
de Thompson classiques, et plus généralement I'étudeabe-ci sera pour nous source
d’inspiration. C’est pourquoi nous allons, dans ce chapdéfinir les groupes classiques
F, T, R, Ta, PPSL(Z), rappeler leurs principales propriétés, et demontvat te qui
nous sera par la suite utile dans I'etude des grotpes Tr-.

Pour cette étude préliminaire nous définirons les greugihoméomorphismes de
[0,00] F;°, isomorphes &, que nous utiliserons de préférence a la représentetéssique
sur[0,1]. Ces groupeB,’ admettent une représentation combinatoire en terme geeou
de foréts, analogue de la description classique par dgged’arbres des groupg, o1,
Cette description forestiere -donnée de maniere iedéante par K.Brown et J.Belk dans
[8]- nous permet de rendre I'ensemble de ce travail autéecnn en redémontrant direc-
tement sur;” les résultats classiques dont nous aurons besoin comtdesagroupes
Fa.

L'approfondissement de ce point de vue Elro| fournit ici une détermination qua-
siment immédiate de la présentation des grolfaemais son principal interét apparaitra
lors de I'étude dé+, aux chapitres IV et V.

.1 Les groupesk; et T,

Soita un entier supérieur ou égal a 2.

Nous allons ici étudier les group€g et T, ; ceux-ci peuvent étre définis de maniere
combinatoire a I'aide d’arbres-aires, ou comme groupes d’applications affines par mor-
ceaux.

Les propriétés de ces groupEset T, sont largement indépendantes de I'enter
si les exemples et figures seront souvent par commoditéédgmoura = 2, les résultats
et demonstrations dans cette partie seront valables émgéuéralité (certaines des pro-
priétés plus spécifiques des groupes - et T = T, seront étudiées dans une deuxieme
partie).

15
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[.1.1 Deéfinitions
Une définition combinatoire

L'objet de base pour la définition des groupggset T, sera I'arbrea-aire : un arbre
a-aire est un arbre constitué d’une racine (sommet de vel@nae sommets intérieurs
de valencea+ 1, et de feuilles, sommets de valence 1; on considéere aadsid-racine
réduit a un sommet, que I'on notera *.

Sit est un tel arbre, on not&(t) le nombre de ses feuilles, numérotées de gauche a
droite de 0 af (t) — 1.

On peut donner quelques exemples, dans l@cag : on représente I'arbre-racine
I'unique arbre binaire & deux feuillés, les deux arbres binaires a trois feuillset A2
et trois des cing arbres binaires & quatre feuikds, A3 ; etA3, :

1 e AlA AZ: AS:

3 . 3 . 3 .
All- A1’3- A22-

)

L'arbre a une racine e feuilles sera appelé-bouquet (ou bouquet s'’il n'y a pas
d’ambiguité sum) ; le 2-bouquet est donc I'arbw, représenté ci-dessus.

On appelle expansion élementaire d’un arbfarbre obtenu en remplacant une des
feuilles det par una-bouquet; une expansion deest le résultat de la répétition d’'un
nombre fini d’expansions élémentaires.

Dans nos exempleﬁ\i1 est une expansion (non élémentaire)Ade une expansion
élementaire dé2, et n'est pas une expansion 4g

On voitimmédiatement que tout arbre est une expansioradaé-racine, et que deux
arbres quelconques admettent une expansion commune @epssjiion des deux arbres
est 'expansion commune minimale).

Pour définir le groupd,, on considére maintenant I'ensemifiedes(ts,tz, k) outy
etty sont des arbrea-aires ayant le méme nombre de feuilles- f(t;) = f(t2), etk un
élement de&Z/fZ, que I'on représente en pointantkaeme feuille det;. On représente
ainsi(A2, A3 1) :
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AN

Sur‘Z; on définit une relation d’équivalenceéty, to, k) est équivalent &7,t5,k'), out;
ett) sont des expansions élémentaires;det t, faites sur des feuilles de méme rakg,
etant tel que la méme feuille reste pointée (i.e si I'exgdan det; a lieu au niveau de la
feuille pointéek, k' est tel que c’est la premiére feuille du bouquet rajoui@gtmarquée,
et sinonk’ est tel que la méme feuille reste marquée gbett; - on prend don&’ =k si
I'expansion a lieu sur une feuille d’ordre supérieur oal&@tk, etk = k+a— 1 sinon)

On note~ la relation d’équivalence minimale st correspondante.

L'élement(A2, A3, 1) défini plus haut est ainsi équivalent aux deux éléments :

AR

On va maintenant pouvoir définir sur le quoti@gat= 7/ ~ une structure de groupe.

Siu= (tg,t2,K) etv=(s1,%,l) sont deux éléments dg on peut supposer qig=s;.
En effet si tel n'est pas le cas, on peut chotsune expansion communetﬁet s et
remplace etv par des éléementd],t,k’) ~ (t1,t2,Kk) et(t,s),1") ~ (s1,%,1). On définit
alors le produit de deux éléments quelconqueﬂ’edpar la formule(ty, t2, k) (t2, S, 1) =
(t1, 2, k+1).

On constate qué,t,0) ~ (x,x,0) pour tout arbre, et cet éléementx,*,0) est donc
I'elément neutre du produit défini stiy. Ce produit est associatif, et I'inverse de I'élément
(t1,t2,K) est(to,t1, —K) : on a défini une structure de groupe 3gir

Exemple : Calculons le produitA?, A3, 1).(A3 1, A? 5,2) : on exprime d’abord;

L O

puis
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3 3
Al 17A1 37

LAV O

le produit est alors égal a

£

Le groupe ici défini est le groupe de ThompdgnLe groupe de Thompsds, est le
sous-groupe d&, constitué des éléments, t, k) tels quek = 0.

Dans le cas oa = 2 on noteF et T les groupe$- et To.

Les groupes affines par morceau¥} et T}

Nous avons défini un groufdg de maniere combinatoire, a I'aide de couples d’arbres.
Mais ce groupe a une interprétation naturelle a I'aideodiBomorphismes affines par
morceaux : en identifiant un arbre & une partition[@d]/{0 = 1} (les differentes ex-
pansions nécessaires pour obtenir I'arbre a partir dbraracine * correspondant a des
subdivisions réguliéres d6, 1] et des intervalles successivement obtenus), on obtient de
maniére naturelle un isomorphisme enfgeet un sous-groupe de Homédo,1]/{0 =

1}).
Considérons donc le groufg, groupe d’homéomorphismes & vu comme quo-
tient de[0, 1] par I'identification 0= 1 :

Définition 1 T; est le sous-groupe de H&w' ([0,1]/{0 = 1}) formé des applications
f telles qu'il existe ¥ =0 < X1 < ... <Xp-1 < 1=Xp dansZ[1/a] avec f de la forme
a"x+b; sur chaque intervalléx, xi+1[, nj € Z, by € Z[1/4].

F. est le sous-groupe dg' Hes applications qui fixent 0 (on peut vojf Birectement
comme sous-groupe de Haao ([0, 1])).

Avec les notations précédentes, ledels quen; et ni11 (Np—1 €t ng pour xp) sont
differents sont appelés points de rupture de I'applisafi.
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On peut ainsi définir (pouat = 2) des élements, BdeF etCdeT par

X 0<x<1/2

x/2+1/4 1/2<x<3/4
x—1/8 3/4<x<7/8"°

2x—1  7/8<x<1

X/2 0<x<1/2
AX)=<¢ x—1/4 1/2<x<3/4, B(x) =
2x—1 3/4<x<1

x/2+3/4 0<x<1/2
Cx)={ 2x—1 1/2<x<3/4
x—1/4  3/4<x<1

Un élémentf deTa1 est entierement déterminé par la donnée de deux pagk, P,
de[0,1]/{0= 1} d’extrémités dan&[1/a], un intervalle dé>; étant pointé f est'unique
homéomorphisme affine par morceaux qui envoie de manféne ¢es intervalles d&;
sur ceux deP; en commencant par envoyer le premier intervallePgdesur l'intervalle
pointé deP; ; ainsi A est décrite par les intervallé®, 1/2], [1/2,3/4], [3/4,1] et leurs
images|[0,1/4],[1/4,3/4], [3/4,1], B par les intervalles0,1/2], [1/2,3/4], [3/4,7/8],
[7/8,1] et leurs image$0,1/2|, [1/2,5/8],[5/8,3/4] et [3/4,1] et C par les intervalles
[0,1/2], [1/2,3/4], [3/4,1] et leurs image§3/4,1], [0,1/2], [1/2,3/4].

Mais il existe une maniere naturelle d’associer a un agbairet une partition de
[0,1] en intervalles d’extrémités dai#1/al, le nombre d’intervalles correspondant au
nombre de feuilleg (t) de I'arbre : & * on associ®, 1], au bouquet, expansion simple de
*, les intervalles[0,1/a], [1/a,2/a], ...,[(a—1)/a,1], et ainsi de suite; si on a associé
a un arbre une partition enf (t) intervalles, on associe a I'expansiontdau niveau de
la feuille k la partition obtenue en subdivisant de maniere régeligntervalle k en a
intervalles. Les partitions ainsi obtenues sont appgbeestions standard di, 1]. (En
toute rigueur on devrait, pour parler de partition, coasgd des intervalles semi-ouverts
de la forme|u, v[, mais on fera I'abus de langage d’appeler partition uneesuyitic; de
segments d'intérieurs non vides tels que; = [0,1]/{0= 1} et sii # j, liNl; est soit
vide, soit un singleton.)

Notons que tous les intervalles composant les partitioasdstrd sont de la forme
[a—"n, %}, k,ne N. La réciproque est vraie : si on se donne une partitiojdde constituée
d’intervalles de la form@a—'ﬁ, %], k, n € N, c’est une partition standard. On appelle inter-
valles standard les intervalles de ce type.

Maintenant que I'on a associé a tout arbraire une partition standard, on peut asso-
cier de maniere tout aussi naturelle a un éléntanty, k) de T, un homéomorphisme de
[0,1]/{0= 1} : 'unique application affine par morceaux qui envoie le pimmtervalle
de la partition standard définie parsur I'intervallek de la partition standard définie par
t1, et ainsi de suite en suivant un ordre cyclique (les apptinatetant affines sur chacun
de ces intervalles le résultat ne dépend par du choixidie, k) & équivalence prés). Les
points de rupture de cette application sont des extré&rditétervalles standard, donc dans
Z[1/a], et elle envoie chaque intervalle, dont la longueur est wigspnce de, sur un
intervalle dont la longueur est une puissancadé&es pentes dé sont des puissances de
a. L'application f ainsi définie est dark;.

Cette construction nous donne un morphisgee T, dansTy.
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Nous allons montrer que, est un isomorphisme, en montrant qu’il est injectif et
surjectif.

@, est injectif; en effet sipy(t1,t2,k) est I'identité cela implique tout d’abord que
'image de 0 est 0, donc que= 0. De plus, chaque intervalle dgeest envoyé sur lui-
méme, dond; = tp. Mais on a vu que pour tout arbte(t,t,0) est 'élément neutre du
groupeT,, d’ou l'injectivité.

Montrons maintenant la surjectivité ; pour cela, fixdnglansT;. On veut montrer
gue f est I'image panp, d’'un élément del,, autrement dit que I'on peut trouver deux
partitions standard telles queenvoie de maniere affine les intervalles de I'une sur ceux
de l'autre.

Remarquons qu’il existe une partition standard dont leséextés des intervalles
contiennent les points de rupture fledonc telle quef est affine sur chacun des inter-
valles : il suffit par exemple de considérer la subdivisiéguliere dg0, 1] en intervalles
de longueur 1a", n € N étant choisi assez grand pour que les dénominateurs @#s po
de rupture dd soient inferieurs a".

Considérons alors un intervalle= [X, k1] de cette partition standard.est affine

A
surl, de la formef (x) = a%x+ & (a, ydansN) et f (1) = [aH;ﬁBan, aaw(';ﬁln)*ﬁan]. On

distingue deux cas :

— Sia+y est strictement négatif, alofgl) = [”gﬁ:ﬂfy, (k+'3in:aafy)+1} est un inter-

valle standard.
— Sia +y est positif ou nul, on rempladepar sa subdivision réguliere ef* in-

. . O+Y i O+Y .
tervalles, constituée des intervalles standgre [kaam[;‘y 1 k:nmfy‘] pour 1< j <

a0+
+Y n, i__ +Y n, : .
Alors chacun deg (J;) = [ka" ;&3}1—%] 1 ka® aﬁa “] est un intervalle standard.
On peut donc construire, en répétant si nécessairedaoh de subdivision ci-dessus,

une partition standard donc I'image phest une partition standardl.est alors I'image
de ce couple de partitions par le morphisgge T, — T3

Ainsi, @, est un isomorphisme dg, sur T, et on vérifie immédiatement que la res-
triction de@, & F5 est un isomorphisme sé.

On obtient ainsi pour les éléemersB, C définis precédemment les couples :

ﬁ& %N
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Le groupe affine par morceauxFy’

Nous allons maintenant donner une autre description dupgrBy comme groupe
d’homéomorphismes affines par morceaux,[BL#] cette fois. Bien que cette définition
ressemble beaucoup a celle du grogigeelle nous permettra plus facilement d’obtenir
un systeme générateur et de donner une nouvelle desorgumbinatoire dé, a partir
de laquelle on pourra facilement obtenir une présentaéguliere du groupe.

Définition 2 Le groupe E° est le groupe des ha@onmorphismes f croissants, affines par
morceaux suf0, +oo|, tels que :
— les points de rupture de f sont en nombre fini et dajigal.
— f est, sur chaque intervalldicelle est affine, de la forme-x a"x+ b, avec nc Z
etbe Z[1/al.
— f(x) =x+(a—1)balinfini,b € Z.

Considérons 'applicatio; : [0, 1[— [0, «o[ définie par morceaux comme suip; en-
voie de maniére affine, par I'applicatign,(x) = a"x+n(a— 1) +1—a", chaque intervalle

[ar;ljl, %] sur l'intervalle[(n—1)(a—1),n(a—1)] (n > 1).

Proposition 1 Y, est un hordomorphisme df, 1] sur [0, «o[ qui conjugue E et F.

Démonstration:
W, est continue, strictement croissante etjlipg = +o, c’est bien un homéomorphisme.
Wa envoie bijectivemenkZ[1] N [0,1] sur Z[2] N[0, +oo[ ; c’est immédiat & vérifier car on a la forme
explicite dey, etz L.
Si f est dan$}, au voisinage de 1f, est de la formex— a¥(x— 1) 4+ 1 donc pour touh assez grand et
n—-1_1 gh_1 a”*l*k,l an—kil

toutk positif, f envoie les intervalle§* =, %5+~ sur[* =, 5|, et par conséquent, au voisinage

de linfini YafY;?* est de la formex — x — k(a— 1). Cela montre au passage qugf y;* est affine par
morceaux, avec un nombre fini de points de rupture.
En chaque poirt de [0, e[ on peut trouven, n’,k, p,q dansZ tels que

(WafyzH(x) = aa@ ™ (x—n'(a—1)—1+a"))+p/a%+n@-1)+1-a"
= akxpartk"(_pa—1)—1+a")+ap/a%+na—1)+1—a"

Ainsi, P fy; ! est dangy, et on vérifie de méme quegic FY, Y5 lgW, est dang=!. B

De méme que la description a I'aide de couples d’arbragspondait naturellement a
la représentation d&, par des homéomorphismes|@¢l|, on peut donner une description
analogue dé&;° par des couples de foréts constituées d’'une infinitéodés représentant
une décompositioa-aire de chaque intervalli& k+ 1], k € N.

On considere des foréts constituées d’une infinitétat&sa-aires indexés paX, seul
un nombre fini de ces arbres n’étant pas réduits a I'arcare. On peut définir une
relation d’équivalence entre couples de foréts, coordpnt, comme pour I'équivalence
entre couples d’arbres définie plus haut, a rajouter ugbeusur deux feuilles de mémes
ordres dans chacune des foréts ; cet ensemble a une strdetgroupe, et on montre (de
maniére analogue a la demonstration de I'isomorphismre &, et T.)) que ce groupe est
isomorphe &,”°.

L'intérét de cette représentation &g par des homéomorphismes [fe+[ est de
rendre facile la description et I'étude d’'une famille inéird’éléments de~;°, qui se
révélera étre une famille de générateurs :
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t sit <i
Pour touti € N on posexj(t) =< at—(a—1)i sii<t<i+1,
t+a—1 sit>i+1

alors on peut représentarpar le couple de foréts, notép, X;) :

afeuilles

Cette description forestiere va nous fournir directeniemntelations entre les.

[.1.2 Présentations dd— et T,

Pour montrer que les group&s et T, sont de présentations finie, de nombreuses
méthodes existent, qui se completent plutdt qu’elles’eecluent.

La méthode la plus directe, et que nous réutiliserons pasiite pour I'étude des
groupedr, consiste a deviner une famille génératrice infinie gegue nous venons de
définir), a trouver un ensemble simple de relations ergsegénérateurs, et a partir d’'une
présentation infinie du groupe, se ramener a une préagenfaie. C'est cette méthode
gue nous allons détailler ici.

L'idée de K.Brown, généralisée ensuite par S.Cleariviebtein a des familles de
groupes un peu plus généraux que les groupes de ThorRpsbiy,, consiste a remplacer
le probleme de la présentation par un probleme de nadpdgique : les propriétés de
connexité et de contractibilité de certains complexegpsciaux sur lequel le groupe agit.
Nous tenterons d’expliquer rapidement ces méthodesdgples de K.Brown, d’abord
en traitant une application simple mais instructive (déxlde la propriété de présentation
finie deF, celle deTy) puis dans le cas général (I'étude directe des grobpesT,).

[.L1.3 Présentations explicites des groupds, : methode combinatoire

Nous avons défini des élémengsde F;°; nous allons ici prouver que c’est un en-
semble de générateurs BE, et surtout donner des relations simples entrexces

Les genéerateurs

Considérons un élémefiy, F) de F°, Fy désignant la forét triviale, € une forét
a-aire quelconque.

Si F; désigne I'expansion de la for&t ou I'on remplace lda-eme feuille par ura-
bouquet, on &Fy, F) = (X, F), et par conséquent le produit gepar (Fp, F) vaut

%.(Fo, F) = (Fo, X)) (Fo,F) = (Fo, X)) (X, ) = (Fo, ).

Par une récurrence immédiate sur le nombreadmuquets on en déduit que tout
élément de la forméFy, F) s’écrit comme un produit d’élémenis. Et de méme, tout
(G,Fo) est un produit de;*, car(G,Fy) = (Fo,G) %
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Tout élementG, F) deF;° s’écrivant(G,F) = (G, Fp)(Fo,F), on a donc prouveé :
Proposition 2 Le groupe E’ est engende par les x i € N.

On pourrait des ici préciser une forme particuliere dagselle s’écrivent les éléments
deF°, la forme semi-normale, mais nous la démontrerons un pgsilpin en utilisant
les relations qui existent entre Igs et que nous allons maintenant déterminer.

Les relations

Nous avons trouvé un ensemble de génératpyrs € N} deF;°. On veut maintenant
déterminer les relations entre ces générateurs ; pdarcomsidérons et j, 0 <i < |,
et calculons le produixx; en représentarny; etx; par les couples de forétgo, X;) et
(Fo, X) décrits precédemment :

On constate que dans chaque cas, on est parti de la for@erpour, en posant
deux bouquets sur les arbres-racines d’'ord¥ej, obtenir finalement le méme résultat;
seul l'ordre des opérations, et la re-numérotation deilés dans le calcukj;,_1X;, est
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différent dans les deux calculs. Et on a donc vérifié latieh xX; = Xj+a—1X; entre les
générateurs du groupe.

Nous allons maintenant prouver que ces relations sont islement les seules rela-
tions dans le groupk;”.

Le plus simple pour cela est de passer par I'existence darmmed semi-normale pour
les éléements du groupe défini par les générateues les relationsxj = Xj+a—1%, qui
nous permettra de montrer facilement que la surjectiorreliéwde ce groupe darfg’ est
injective.

La forme semi-normale

Nous avons déja montré que tout élémenEgfeest €gal a un produit d’'un produit de
xi‘1 et d'un produit dex; ; grace aux relations précédentes nous allons pouwtlefaent
ameéliorer ce résultat.

NotonsFy le groupe défini par les génératesyet les relations;xj = Xja_1% pour
i <] [autrementditF, estle quotient du groupe libre de bdgg;cy par le sous-groupe

normal engendré par I({xixjxi‘lxj_ja_l)iq]. Il est clair queF, se surjecte SUES.

Les éléements de ce groupe admettent une forme semi-nermal

Proposition 3 Toutélement dé g peut secrire 0. x@n . xq P x Pix P, lesa
et Bj étant des entiers positifs ou nuls, et nuls pour i assez grand

Démonstration:

On a pour toug > 0, XoXj = Xj+a—1Xo, €t donc ausstole = Xj}la,lxo, ce qui permet de 'faire passer
a droite’ toutes les occurrences xtg et on peut de méme ’faire passer a gauche’ les occurretwgsl.
Cela prouve que si est un mot en les lettreg et x(l contenant au moins une lettkg ou xgl, on peut
I'écrire xg“v\/xg aveca, B positifs,w &tant un mot en les lettreg etx*, i > 0, de longueur strictement
inférieure a celle dev .

Mais on peut répéter aveg, xo, ...cette opération jusqu’a ce gque le métobtenu soit le mot vide ;
cela prouve donc I'existence de la forme semi-norniile.

On montre alors I'isomorphisme :

Proposition 4 F, estisomorphé F, autrement dit le groupeFadmet la pésentation
< Xi | XiXj = Xjya—1Xi, | < | >.

Démonstration:

Il suffit de prouver I'injectivite, autrement dit prouvene siw dansF, s’envoie sur I'identité dang®,
w=1.

Considérons donw, w #£ 1 danslf;o d’'image l'identité.

On peut écrirav sous une forme semi-normale et, quitte a remplagagr un conjugué (qui s’enverrait
aussi sur l'identité) on peut supposer gua’écritw = xi_o”xijf‘li+1 . ..xlpjrjlxlpi, aveca; # [Bi. Mais alorsw
est conjugué & ... x?jjfx?"“‘. Chaque; étant I'identité suf0, j], 'image de cet élément est de pente
aPi~% -£ 1 enit, et ne peut donc &tre I'identité si@; +[. Par conséquent, il n’existe paswe“ 1 d’image
l'identité : I'application est injectivdll

Présentation finie

Nous avons venons de trouver une présentation infinidiggguleF;’ (donc defr,) ;
pour prouver que le groupe est de présentation finie il sadffitc de montrer que cette
présentation finie se ramene a une présentation finie.
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Remarquons tout d’abord que le group® est engendré pafy, X1, ..., Xa—1 : Si
i >0, on axpX; = Xi+a-1Xo, €t par conséquent, 1) = XgXiXg" : on obtientxy na_1)
en fonction dexp et x1, Xo,na—1) €N fonction dex etxy, etc... le groupé,” est donc de
type fini.

Il est alors facile de montrer que ce groupe est de présentttie ; mais 'admet-
trons ici, en renvoyant a notre demonstration princigalecernant la présentation finie
du groupdr (cf.V.3.4), dans lagquelle ce résultat (Qque nous n’utibes pas) sera prouvé
au passage.

Proposition 5 Le groupe k est de pesentation finie.

I.1.4 Présentation finie des groupe§; et T; : méthodes topologiques

On vient de montrer que le groujpg est, pour toul, de présentation finie. La des-
cription forestiere que I'on utilise I'a pas d’équivatguour le group€l, ; pour montrer
gue celui-ci est de présentation finie, le plus simple adilder une action dé&, sur un
complexe simplicial.

T, est de piésentation finie

L'objectif va étre d'utiliser le theoreme de K.Brown sant ([4], [6]) :

Proposition 6 Soit G un groupe. S’il existe un G-complexe simplicial X phrexe, tel
gue les stabilisateurs des sommets sont ésgmtation finie, les stabilisateurs de&tas
sont de type fini, et tel que X a un 2-squelette fini mod G, alast@e pesentation finie.

On considérey = [0,1]/{0= 1} NZ[1/a] , etK le complexe simplicial des parties
finies deSy. Alors K est contractileT, agit sur le complex&, et pour toun, I'action est
transitive sur les simplexes de dimensiode K. Enfin le stabilisateur d’'un simplexe de
dimensiom est de la forméd=}'. Donc si I'on sait qué=, est de présentation finie, on peut
appliguer ce théoreme pour en déduire Gglest de présentation finie.

Pour les détails nous renvoyons a la demonstration daréme 40, ou par cette
méthode nous démontrons en détail queest de présentation finie a partir du résultat
pourkr.

Etude directe des grouped— et Ty

Cette méthode permettant de généralis@y &es propriétés dé€, illustre une idée
beaucoup plus générale de K.Brown permettant de remplétede d’'un probleme de
théorie des groupes (type fini, présentation finie desmggswle Thompson, propriété
FP,) par un probleme de nature topologique (connexité, eatibiilité de complexes
simpliciaux bien choisis)

K.Brown introduit ces techniques pour prouver que les gesup et T, sont de
présentation finie € P,. Par la suite M.Stein, S.Cleary, K.Brown lui-méme les a€iap
et les améliorent pour étudier d’autres groupes de Thomps

Nous n’avons pas su généraliser ces méthodes topolesjigu cas des groupes
gui nous intéresse ici, et par conséquent nous ne ledatimans pas plus. Larticle de
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M.Stein, qui explicite des présentations pour une assge ldasse de groupes de Thomp-
son a cependant été une source d’inspiration utile popirdbleme de la présentation du
groupef, a1 isomorphe d&r que nous étudions par la suite.

1.2 Le groupe PPSLy(Z)

Nous avons vu comment interpréligren tant que groupe d’homéomorphismes affines
par morceaux suj0,1]/{0 = 1}, cet isomorphisme étant obtenu en associant & chaque
arbrea-aire une partition d¢0,1]/{0 = 1}. En particulier dans le cas= 2, a chaque
bouquet de I'arbre correspond a une découpe réguliedeex d’un intervalle. Mais cette
construction peut s'imaginer en partant d’'un autre ensemix[0, 1] /{0 = 1}, avec une
autre regle de découpe en deux que la subdivision affigelig¥e ; c’est ce que nous
allons faire ici : a partir de subdivisions du bord du distyperboliquedH, nous allons
obtenir un groupe isomorphéla constitué d’homéomorphismesLy(Z) par morceaux.

[.2.1 Le groupe

Nous avons construit le groufe avec une structure "affine’ &, [0,1]/{0= 1}, et
une combinatoire liée aux nombres dyadiqéél/2]. La construction qui va suivre sera
analogue, a partir d8' = 0H et de I'ensemble des rationnéls= QU {co} C 0H.

On va ici aussi définir les partitions standard, subdivisicorrespondant a un arbre
binaire) de la partitiorjeo, 0], [0, 0] ; le "milieu” m d’un intervalle[p/q, p'/d] permet-
tant sa subdivision en deux intervallgg'q, m et [m, p’/d] sera la somme de Farey des
extrémités : si pgap, q) = 1, pged p’,d') = 1, on pose

_p P _ptp

=& ~ /

a q qg+q
On part donc de la partition défl en deux intervallegeo = £, 9],[2,1 = o], et
on obtient successivement les points intermédiaifest 1, puis 2%, =, 3, 2, ... Cette

énumération de Farey des rationnels décrit tout I'eride@.

On peut alors associer a tout arbre binaire une partitiodielont les extrémités
sont dang), et si on se donne deux tels arbres bina{@say) ayant le méme nombre
de feuillesf, et un élémenk de Z/fZ, on peut associer au tripléa;, az, k) I'unique
application dePSly(Z) qui envoie le premier intervalle défini pap *sur l'intervalle
d’ordrek défini paray, et ainsi de suite en suivant un ordre cyclique.

On peut préciser cette application :Isi [p1/q1, p2/d2] et J = [p}/dy, P, o] sont
deux intervalles appartenant a des partitions standard,mcd, — p2o1 = —1 et pjd, —
oty = —1.

(en effet ce résultat est vérifie pour les deux intergaitetiaux [, 9], [9, 3], et s'i
I'est pour un intervalldp/q, p’/d], il I'est aussi pourp/q,(p+ p)/(q+d)] car p(q+
d)—q(p+p) = pa—ap+pd —qp = 1; de méme poul(p+p')/(a+d),p'/q].)

/ /
Alors < PL P2 ) et< 1 P ) sont dansPSly(Z) et envoiento et O respective-
. O a, 9%

ment sumpy /a1 etpz/0p etpy /o, etp,/d, ; par conséquent 'élément (unique)RIBLy(Z)
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o\ 1 r VY /
qui envoiel surJ est( PL P2 ) < P1 P ) = < Prdpy— Poth  —P1Po Poly )
gr 02 a;: O» Ji0y —g20; —01P5 +02pP7
Tout comme dans le cas affine du grodpeon peut montrer que si I'on se donne un
homéomorphisme d#H qui estPSLy(Z) par morceaux, avec points de rupture @yion

peut le représenter par un triplet, a, k) dans7, et cela nous montre qURPSLy(Z) est
isomorphe au group®. Ainsi,

Proposition 7 T, est isomorphe au groupe PPRE) des horéomorphismes déHl qui
sont PSk(Z) par morceaux, avec points de rupture £Qr
F> estisomorphe au sous-groupe de PREL desélements qui fixen.

On a montré ici que le groupe combinatoiteest isomorphe a la fois au grou@
et au group@PSly(Z), ce qui bien entendu fournit un isomorphisme entre ces denx d
niers groupes. Mais peut montrer directement que ces demqogstl etPPSLy(Z) sont
conjugués par un homéomorphismeSteespectant la structure binaire de ces groupes.

On va construire cet homéomorphispesntre[0,1] /{0 = 1} et dH par étapes : on
envoie d’'abord O sue, 1/4 sur—1, 1/2 sur 0, 34 sur 1; puis on envoie successive-
ment tous les milieux des intervalles standard affines suntdieux de Farey” des inter-
valles standard projectifs /8= (0+1/4)/2sur—2=o0@ -1, 3/8=(1/4+1/2)/2 sur
—-1/2=-1®0,5/8=(1/2+3/4)/2sur/2=041,7/8= (3/4+1)/2 sur 2= 06 oo,
et ainsi de suite en énumérant les intervalles standardestriction §0,1[ et 0H de ¢
est alors une bijection strictement croissante effig’2]n]0, 1] et Q, qui sont deux en-
sembles denses. Aingi,se prolonge en un homéomorphisme qui respecte la struture
partition standard, et par conséquent conjugue les dexpgs.

Nous utiliserons plus loin une application de méme natuntee€0,1]/{0 = 1} et
OH pour linéariser les group€k-, sujet de notre étude. Mais si ici hous avons deux
démonstrations indépendantes de I'isomorphisme @neePPSly(Z), 'une combina-
toire, I'autre qui utilise un homéomorphisme de conjugajspour montrer quér est
isomorphe a un groupe d’homéomorphismes affines par raox¢é sera nécessaire de
combiner les deux aspects.

[.2.2 Présentations du groupel

Si I'on a sait que les groupés, sont tous de présentation finie, il n’'y a que pour le
groupeT qu’ont été données des présentations finies expliaitess en citerons ici trois.
En suivant les notes originales de Thompson, J.CannonoWirdt W.Parry ([10])
explicitent directement une présentation finieldgbasée sur les trois générateArS et
C précédemment donnés en exemple :

Proposition 8 Le groupe T admet une @sentation finie avec les troi€gerateurs A, B
et C et les six relations

— [ABLATIBA =1

— [ABLA2BA? =1

- C=B(AlCB)

— (A~ICB)(A"1BA) = B(A°CB?)

— CA= (AIcB)?

-C=1
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En partant de cette présentation @eL.Schneps et P.Lochak trouvent une autre
présentation d@PSly(Z) n'utilisant que deux générateumset 3, a étant le générateur
d'ordre 3 dePSLy(Z) et B étant une racine carrée daPBSly(Z) du générateur d’ordre
2 dePSLy(Z) :

Proposition 9 le groupe PPS(Z) admet la pésentation
{a,B | a*, B3, (aB)®, [Bap, a?Bapa?], [BaB, a*BaBapap’a]}.

T.Tsuboi aussi trouve une présentationTden utilisant le groupe des applications
Sly(Z) par morceaux sur le cercl&s, qui est isomorphe au groufe(cf [27]).



Chapitre 1l

Les groupesTr et F- : géneralités

P. Greenberg dans [13] définit et entame I'étude d’'uneselds sous-groupes naturels
de PPSLy(Z) : les éléments d®PSly(Z) sont des homéomorphismes @l qui sont
PSLy(Z) par morceaux ; si on fixe un sous-groupee PSly(Z), on peut naturellement
définir un sous-group@- de PPSlx(Z) en imposant a chacun de ces "morceaux” d’ap-
partenir a.

Le cas étudié par P. Greenberg est celui des sous-gréupesPSLy(Z) d'indice
fini sans torsion, tels quE/I" est une surface a pointes; nous allons ici commencer par
donner une définition un peu plus générale des grolipesk- dans le cadre des groupes
fuchsiens, sous-groupes discretdR&,(RR).

1.1 D éfinitions

Soitl" un groupe fuchsien. On not#l") 'ensemble des points fixes des paraboliques
del ; on suppose que € p(IN).

Définition 3 Le groupe T est le groupe des haomorphismes f dé tels qu’existent
Yo, - - Yndansl etdes p< p1 < p2<...< pn< podans @), avec pouri=0,...,n—1,

fitppral = M-
Le groupe F est le sous-groupe deg Tesélements qui fixer.

Le premier exemple est bien stli= PSLx(Z), et on retrouvpg,(z) = PPSL(Z).

Un autre exemple, qui sera I'archétype des groupes de @eque nous étudierons

3 tels quea etd
sont impairs eb etc pairs ; le quotienH /I (2) est alors une surface, homéomorphe a une
sphére privée de trois points.

dans la suite, est le sous-group@) dePSLy(Z) des él'ement{ i

Un exemple de groupe donnant une surface de genre strict@ostif est le groupe
des commutateurs d@Sly(Z),

PSL5(Z) = [PSl2(Z), PSL(Z)];
H/PSL,(Z) est un tore privé d’un point (cf [20]).

29
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Le quotient deH par un groupe fuchsieh n’est pas nécessairement une surface :
on peut bien entendu citer le group&Ly(Z) lui-méme, le quotienH /PSLy(Z) est un
orbifold. Nous restreindrons notre étude au cas ou leigobil/I" est une surface a
pointes.

1.2 Conjugaisons entreTr-

On fixel un groupe fuchsien, tel qui#/I" est une surface a pointes; c’est cette surface
qui détermine les groupés et Tr :

Proposition 10 Tr et - ne cependenta conjugaison p&s, que de I'espace topologique
H/T.

En effet, considéronB; et ', deux groupes fuchsiens tels qHglM; et H/I' sont
homéomorphes.

Fixons un homéomorphisnte: H/I'1 — H/I 2 ; il se reléve au revétement universel
en un homéomorphisnmé : H — H, tel que, pour touy; dansl 1, il existeys € I'; tel que
Hoyy = Yy20H. Ainsi,HI{H~1 =5, etH envoiep(I';) bijectivement sup(I'2).

Ainsi, H conjuguelr, etTr,, et de mémér, etFr,.

Par conséquent, pour étudier les grouigest T, il nous suffira de trouver un groupe
I particulier pour chaque classe d’homéomorphismElde.

1.3 Reésultats connus

Dans [13], P. Greenberg, en déterminant I'abelianisérdugerr- et en prouvant qu'il
n'est pas de type fini g(I') > 0, obtient :

Théoreme :Sig(l') > 0, Fr n'est pas de type fini.

Mais en genre (],:rab est de type fini et cette méthode ne permet donc pas de cenclur
L'objet de ce texte est de montrer qu’en genréOet Tr sont -tout comme les group€s
etT ~ PPSLy(Z)- de type fini, et méme de présentation finie.
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Lin earisation des grouped$— et Tr en
genre O

On fixe ici un groupe fuchsieh de genre 0, tel quEL/T" est une surface a pointes; on
a vu queFr et Tr ne dépendent, & conjugaison pres, que du nombre de ca8pdd

Notre principal objectif sera de prouver que les grougest Tr sont de présentation
finie. Dans ce but, nous allons nous ramener a I'étude depgod’homéomorphismes
affines par morceaux s{@, |, et nous pourrons généraliser les méthodes appligigres
le chapitre | aux groupds;” pour donner une présentation explicite du groupe, et raontr
gu’elle se rameéne a une présentation finie.

Pour cela nous allons donc ici conjuguer les groufest F- a des groupes d’appli-
cations affines par morceaux g0r1}/{0= 1}, puis le groupd+ a un groupe du méme
type sur|0, [ ; dans les chapitres suivants ce sont ces groupes qui stuuiiés.

Le résultat fondamental ici est la description de la peFmde ces conjugaisons, entre
Tr et un groupeTafaH d’applications affines par morceaux. Pour I'obtenir nousso
inspirons de la preuve exposée au chapitre | de I'isomemaientre=, et FL. Mais il
est ici nécessaire de combiner les aspects purement catoi@s (couples d’arbres avec
marquages) et les aspects topologiques pour décrire a@eisipn en tant que groupe
affine par morceaux le conjugué de

1.1 Description des groupesTr et F-

Nous voulons donner une description combinatoire des @®ipet Fr-, en décrivant
comment ils agissent sur certains intervalles particslodeoH, liés a la géométrie des
grouped’, que I'on appellera intervalles standard.

La premiere étape consistera a définir ces intervatlsdard et une application de
marquage sur ces intervalles; ensuite nous décrironsléesents du group& comme
des couples de partitions d&l formées d’intervalles standard ayant des marquages iden-
tiques.

M.1.1 Legroupe

On considere, poun entier supérieur ou égal a 3, y@n— 2)-gone ? de H aux
sommets dan8H, I'un d’entre eux étanto; on peut indexer les sommets gar(2n —

31
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2)7:9=2,9,, ..., Sn_3, et considérer poure {0,...,n— 2} l'application¢; qui
envoie le cotéS, S 1] sur le cotdSn—2—i, Son-3-i.

Ces applicationg; engendrent alors un groupede genre 0 aven cusps (corres-
pondant aux sommet§; et Sn 3, S et S 4, ..., Si_2 et S, étant identifiés), dont un
domaine fondamental e$t

Par exemple poun = 3 si on considere le polygor:

S=-1
$=0 ‘ o1 $o =0
S$=1 ,0na

(I)O:((])' i):(zr—>2+2)et¢1=(; (])_)Z(ZHTil>,
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et le sous-groupe engendré garet ¢, est le groupe (cf.[20])

r@2) = {( : '3) € PSlo(Z)|a,d = 1(2),b,c = 0(2)}

Plus généralement, en pren&@it= -n+2,$=-n+3,...,.5 . 2=-1,5.:1=1,
.o Sn-3 = Nn—2, les applicationg; sont danPSly(Z), et avec la proposition 10, on
peut donc trouver pour chaque valeurrdgupérieure ou égale a 3 un exemple de groupe
I dansPSly(Z) tel queH/I" est une surface de genre O avezusps.

Dans tout ce qui suit, on peut donc supposer le gréugansPSLy(Z).

[11.1.2 Les intervalles standard

Notons Ge(I") 'ensemble{¢;,¢; i =0,...n—2}.

On appelle polygone standard de rang 0 le polygBnet pour touk > 0, un polygone
standard de ranig+-1 est I'image par I'un des éléments de Gend’'un polygone standard
de rangk. On obtient ainsi une énumeération du pavage deH.

Par exemple pour le groupé?2) on peut représenter le polygone de rang0les 4
polygones de rang $o®, 12, 52, o712, trois des polygones de rangdgy ‘o1 2,

0o 07 P, g 1P, et un polygone de rang B, 0, ;1P

On définit les intervalles standard de rang 0 comme lesvialles dedH délimités par
le polygone de rang 0[SoSt], [S1S2], - - -, [Sn-3S0).

Considérons un polygone standard de rlaagl, aveck > 0. Alors un de ses coté&s
appartient a polygone standard de r&ndes autres cotés définissemt 2 3 intervalles
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dedH, que I'on appellera intervalles standard de rlargl, et qui subdivisent l'intervalle
standard de rankdéfini par le coté.
Sur la figure précédente on a ainsi représenteé :
— tous les intervalles standard de rang[®,—1], [—1,0], [0, 1], [1, co],
— tous les intervalles standard de rang fo; —3], [-3,-2], [-2,-1], [-1,—3],
[_%7_%]’ [_%70]’ [07%]’ [%7%]' [%71]’ [172]’ [273]' [ 700]’
- les intervalles 22, -1, [, ], [-2, %), [5. -2}, [£. 1. [-3, 770, [-4.-3],
[—5, —4] et [0, —5] de rang 2,
— lesintervalle§—13, —4], [-3,—-13], [-5,— 3] de rang 3.

[11.1.3 Le marquage des intervalles standard

On va maintenant définir un marquage sur les intervallesdsia, application qui a
un intervalle associe un élément d¢(2n— 2)Z, qui nous permettra de caractériser les
éléments ddr.

Commencgons par remarquer :

Proposition 11 I agit librement sur 'ensemble des intervalles standardgestorbites
des intervalles standard de rang O forment une partition’dademble des intervalles
standard.

Démonstration:

Il est clair par construction gu’un intervalle standardléstage par un élément de d'un intervalle
standard de rang O.

Réciproqguement si on se donpe M\{ld}, on peut I'écrirey = VkYk-1- - - VoY1, chaquey; étant dans
GenlN), etvyyyi_1 # 1. Mais alors si on se donne un intervalle standade rang 0, on voit succes-
sivement quey;.l est un intervalle standard de rangykyi.l est un intervalle standard de rang 2, ...,
V.l = VkYk_1...Yoy1l estun intervalle standard de rakg

On a au passage prouvé que I'imageyar” d’un intervalle standard de rang 0 n’est de rang 0 que si
y=1d, et donc les intervalles standard de rang 0 sont d’orbitgsidies.ll

On définit alors I'application de marquagede I'ensemble des intervalles standard
dansZ/(2n—2)Z parm([S,S+1]) =i pouri € Z/(2n— 2)Z, et sil est un intervalle
standard de rang non nuih(1) est le marquage de l'unique intervalle standard de rang 0
qui est dans l'orbite dé

Alors cette applicatiom a les propriétés :

Proposition 12  — Si k et I, sont deux intervalles standard, il exisgec I tel que
yl1 = I2 si et seulement si fhy) = m(l2).
— Sion subdivise un intervalle de marquage m, les marquagesitervalles obtenus
sont—-m,—m+1,...,—m+2n—4.

Démonstration:

Le premier point estimmédiat ; pour le deuxieme, par le exbelconstruction des intervalles standard,
il suffit de prouver le résultat pour un intervalle de rang 0.

Soit [S,S+1] un intervalle de rang 0, on le subdivise en des intervallésopt images pagon_s-i
(sii=n-1,...,2n—3) ou ¢fl (sii=0, ..., n—2) des intervalles de rang [&n_2-i, Sn-2-i+1)
[Son—2-i+1, Son—2-i+2], - - -, [Son—2—i+2n—4, Son—2—i+2n-3|.

Ainsi les marquage des intervalles obtenus seint-i+1, ..., —i+2n—4.1
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[1.L1.4 Description de Tr

On a défini plus haut la notion d’intervalles standard; ordeas la suite appeler
partition standard une suite d’intervalles stand@re: [, a4], 11 = [a1,a2], ..., |1 =
[a_1, 0] qui recouvrent une seule fois le cercle ¢geen’est dans aucun dés, ..., || _»).

Une expansion élémentaire d’'une partition standardist;nsubdiviser un des inter-
valles qui la composent par leg 2 3 intervalles standard de rang un de plus correspon-
dant. Une expansion est une suite finie d’expansions &l&ines ; on remarque que toute
partition standard est une expansion de la partition ci@sgtides intervalles de rang 0.

On appelle marquage d’'une patrtition standard la suite deguages des intervalles
qui la composent. i

Soit f € Tr. Comme les extremités des intervalles standard sontemxantQ = QU
{0}, il existe une partition standatd, 11, ..., |,_; et des éléments dg, yo, Y1, ---» Vi—1
tels quef coincide aveg; sur chaqué; ; on dit qu’une telle partition est adaptéd a

Par construction des intervalles standard, chacury,desest un intervalle standard,
et on peut voir I'image de la partitiofg 11, ..., Ij_1) comme une partition standard
pointée : on pointd (lp) et la partition est a considérer en suivant un ordre cyeli®n a
donc associé a chaque élémenfldein couple de partitions standardf(([p), f(l1), ...,
f(li—1)) , (o, 1, ..., 1j_1)) constituées du méme nombre d’intervalles.

On s’intéresse maintenant a la réciproque : étant desrdeux partitions standard
avec le méme nombre d’intervalles, définissent-elleglémeént delr ? La réponse est
facile en utilisant la notion de marquage définie préog@uent : deux intervalles standard
s’envoient I'un sur I'autre par un elément Oesi et seulement si ils ont méme marquage.
Ainsi un éléement dd envoie une partition standard adaptée sur une partiteomdsird
de méme marquage (le marquagdidmrrespond au marquage ;) et ainsi de suite,
pour touti). Réciproquement deux partitions standard de méme ragegdéfinissent un
eléement delr en recollant’ les éléments de obtenus pour chaque couple d’intervalles
se correspondant dans les deux partitions..

Le sous-groupé&r deTr des eléments qui fixerté correspond aux couples de parti-
tions standardps, p2) ou l'intervalle pointé dep; est le premier (celui de la fornje, x]).

1.2 Description de Ty, 35, 5

Maintenant que nous avons dédiitet Fr de maniere combinatoire a I'aide de parti-
tions standard, nous allons donner un groupe d’homéonsmas affines par morceaux
qui admet la méme description combinatoire.

On considere I'ensemble des homéomorphisme@di/{0 = 1} affines par mor-
ceaux, avec des points de rupture %Z[Tl_s] et des pentes dans 2n—3 >. lIs
forment un groupe que I'on no&L 5, ».

On va construire une notion de partition standard ici augsi,nous permettra de
définir un sous-groupézln_ﬂn_z. Pour cela on part du polygone régulier de sommets

0, Tl_z, yeers % et on découpe chacun de ces intervalles de manieraéégah 21— 3,
et on répete I'opération. On construit ainsi une én@hén deTEZZ[Tl_g] Nn[0,1]/{0=
1}, et on définit dans ce cadre de maniere analogue les itfesnstandard, la notion

d’expansion, et les partitions standard.
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Soit f € T 391 _»-

On peut alors représentdrpar un couple de partitions standaipoh, p2) ayant le
méme nombre d’intervalleg; ayant un intervalle pointé, associant de maniere affine
les intervalles dev; sur ceux dep;, en commengant par envoyer le premier intervalle de
p2 sur l'intervalle pointé dep;.

Sur chaque intervalle standard (pour une partition addgdtest de la formef (x) =
(2n—3)*x + m aveck, p € Z etq entier positif.

Définition 4 T21n_372n_2 est le sous-groupe des & ‘2‘2},_372n_2 ou, avec les notations
précdentes, sur chaque intervalle, p est un multipl@ule 2.

On veérifie que I'application affine qui envoie I’interva[!@n_z)_'ézn_aa, (2n—2|§??21n—3)a]
K K+1

(2n—2).(2n—3)¥ ’ (2n—2).(2n—3)¥ —2).(_2n—3)a’ . On associe &
chaque intervall¢(2n_2).'E2n_3)a, (2n—2|§.JE%n_—3)a] la valeur dek modulo -2, et a chaque
partition standard un marquage constitué de la suite dsyraboles. On remarque que
I'on a la regle de subdivision suivante sur les marquages :

sur| ] a pour partie de translati (

(ol )= (o=l =141, —l+2n—4,..)

Proposition 13 Pour f € T, 55, ,, représenée par un couple de partitions standard

et une feuille poirée, f est dans,zi;l,'_&zh_2 si et seulement si les partitions ont des mar-
quages qui se correspondent.

Si on définitF3, 5 5, , comme le sous-groupe dg, 5 5, , des élements fixant9 1,
il correspond aux couples de partitiofys, p2) tels que le premier intervalle (celui de la
forme [0, x]) de p; est pointé.

Remarque : Ces groupes,: ., , apparaissent chez Minakawa (M.Stein traite
également de larges classes de groupes de Thompson gonkEsnaent aussi). En re-
vanche, a notre connaissance, les grOlng,s;_s3 on_2 €tTon_3 2n—2 que nous allons étudier
n’ont jamais été considéres. 7

[1.3 La conjugaison

On va définir un homéomorphisnpede St ~ 0H dansS' ~ [0,1] /{0 = 1} qui envoie
partitions standard sur partitions standard en respeletamiarquages, et par conséquent
conjugueTr etTh 5, ».

On peut définir une bijection strictement croissante

1 1
2n—ZZ[2n—3] N

¢:QU{w} — 0,1]/{0=1}

en envoyang sur 0,§ surfl_z, vy Sn_3 sur%, puis de proche en proche en asso-
ciant les points obtenus a chaque nouvelle étape des degkractions précédentes, dans
I'ordre trigonomeétrique. La construction des intervallandard dandH nous donne
tous les éléments d@uU {}, et la construction affine tous les élémentsiﬁlféZ[Tl_s] N

[0,1]/{0=1}.
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Proposition 14 ¢ étant une bijection strictement croissante d’'un ensemétsd dans’s
sur un ensemble dense darls &le se prolonge en un h&omorphisme de'S

Proposition 15 ¢ préserve la structure de partition standard : I'image giad’une par-
tition standard de@H est une partition standard de, 1]/{0= 1} de néme marquage, et
¢ respecte I'opration d’expansion.

CommeTr etT4 5, ,peuventétre décrits comme des couples de partitiondatdn
de méme marquagef et g@ieenvoie les partitions standard sur les partitions staneiard
conservant le marquagé,conjugue ces deux groupes. De la méme manierenjugue
les deux sous-group&s et len_372n_2.

On peut représenter une partition standard par un arbreééguit comment on subdi-

vise la partition standard de rang 04, S, [S1, ], - - -, [Son—a, Son—3], [Son—3, 0] dans le
cas projectif[0, 515, [sis: 523, - -» [o=g, 30=3], [22=3, 1] dans le cas affine) : pour la
partition de rang 0 on utilise un arbre a une racineret 2 arétes, chacune des feuilles
représentant un des intervalles de la partition, et poageat subdivision d’un intervalle

de la partition on pose un arbre a une racinenet 3 arétes sur la feuille correspondante.

Exemple 1 :Considérons, pour les groupgsy) et F3174, le couple T2,T1) suivant :

T2 T1

T, représente la partitiojwo, —3], [—3,—2], [—2,—1], [-1,0], [0,1], [1,] dedH, et la
partition[0,1/12], [1/12,2/12], [2/12,1/4], [1/4,1/2],[1/2,3/4], [3/4,1] de [0, 1].

T, représente la partitiojee, —1], [—1,0], [0, 1], [1, 2], [2, 3], [3, ] dedH], et la partition
[0,1/4],[1/4,1/2],[1/2,3/4],[3/4,10/12],[10/12,11/12], [11/12,1] de |0, 1].

Ainsi les applications correspondantes, conjuguées psontz — z+ 2 dans () et

3X sixe€ [0,1/4] 0.1]
XH{ (x—2)/3 sixe[1/4,1] danskz ;.

On remarque en particulier que le nombre de points de rupkeseapplications est
majoré par le nombre de feuilles des arbres les reprasemtais que certains éléements
sans point de rupture d ) sont nécessairement définis par des couples d’arbres ayan
plusieurs feuilles.

Exemple 2 :De méme le coupléelg,Ts) :
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T4 T3
%

définit surdH et sur[0, 1] les applications

1 X sur[0, 15]
g2 zmo_o; f]g] 3x—2/3 SUF[%?—‘E‘]
Zrs o753 3 5 etx— < 9x—3  sur(z, 3 -
s sur[—£,0] P 3
Zz_z:é <ur[0 io] x+1/3 sur[%—z,ﬁ]
’ (x+2)/3 sur(3,1]
Exemple 3:

On considere cette fois le couplB( Te)

s

Ts représente la partition (la feuille 4 est pointgg)1], [1, ], [0, —1], [~1,0], [0, 1],
2,3] dedH, et la partition d€0, 1] [8/12,9/12], [3/4,1], [0,1/4], [1/4,1/2],[1/2,7/12,
[7/12,8/12].

Te représente la partitiofw, — 1], [-1, 3], [, 3], [, 0], [0, 1], [1,00] dedH, et la
partition[0,1/4], [1/4,4/12], [4/12,5/12], [5/12,1/2],[1/2,3/4], [3/4,1] de |0, 1].

(Ts,Tg) correspond a I'application— Til surdHl, et sur[0, 1] & I'application

(x+2)/3
3X
3x-1
(x+1)/3

n
c
=

vl

X
%2
c
=
Nl H§| IR O
ol

=

(72 7)]
c C
= =

Il s’agit donc d’'un autre exemple d’élément, dans les gesl et pas dan§ cette
fois, qui est dan$ et donc sans point de rupture i, mais qui n’est pas affine vu
comme application affine par morceaux..

Exemple 4 :
En revanche si I'on considére le couple,(T1) suivant :
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T7 T1
-

T7 représente la partitiofw, —1], [-1,—-1/2], [-1/2,—-1/3], [-1/3,0], [0,1], [1, 0]
dedH, et la partition[0,1/4], [1/4,1/3], [1/3,5/12], [5/12,1/2], [1/2,3/4], [3/4,1] de
[0,1].

Alors les applications correspondantes ne sont pas )i dansT3,174 (par exemple
I'application affine envoyanitl/12,2/12] sur[1/4,4/12] estx — x+ 1/6, 'élément (de
PSl2(Z)) qui envoie[—3, —2] sur[—1,— 3] estz— —-%).

Cela est di au fait que les marquages des deux partitidimsedeparT; et T; ne sont
pas identiques.

Cette description d& par des couples d’arbres avec marquages est intéressamte p
décrire le groupe Iinéaris'%a+1 ; mais la présence de I'application de marquage rend ma-
laisée la fabrication d’€léments du groupe, et la dbdbeation d une présentation. Nous
allons donc définir un isomorphisme enﬁébd+l etun groupd’,, ; C Homéo' ([0, +l)
qui aura une description sous forme de couples, non pasrelsarmals de foréts, et
nous verrons que cette structure forestiere sera bien@aapla détermination d’'une
présentation.

: 1
.4 Isomorphisme entre F,, ., etF7, .,

Dans ce qui précede on a montré quE est de genre (- estisomorphe a un groupe
affine F21n_372n_2 ounestle nombre de cusps HyI'. On s’intéressera aux groupes affines
Fa17‘,31+1 poura > 3, aimpair, mais tout ce qui suit est vrai quelle que soit la |gadita.

On va définir un groupe affine par morceaux gueo[, que I'on noteraF;’, . ;, et on
montrera qu’il est conjugué I‘aa%aﬂ. C’est ce groupe que I'on prouvera étre de type fini
dans la suite.

On s’intéresse a des homéomorphismes affines par moresea0, +o[ ; une telle
application est dérivable sauf au plus en un nombre fini detpcappelés points de rup-
ture. On noterdk( f) 'ensemble des points de rupture d’'une application

Définition 5 Pour a entier suprieur ouégala 2, F anr1 €St le groupe des applications
affines par morceaux suU®, +o[ avec points de rupture (en nombre fini) dé£i&/a],qui
sont de la forme x> a%x+ (a+ 1)a—% sur chaque intervalle w elle est affine, et valent
X+ (a2 — 1)b a l'infini, b entier.

Considérons I applicatiomg' [0,1][— [0, [ dé&finie par morceaux comme suit :

sur chaqu aanl, aam | pourn > 0, Y, est définie pan,(x) = (a+ 1)a™Ix+
(a>—1)(n—a—a®— a"). Par conséquenit;, envoie pour chaque > 0 l'intervalle
[El @l gyr I’intervalle[n(a2 —1),(n+1)(a®-1)].

an » ah+ 1
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Proposition 16 Y, est un horaomorphisme d¢0, 1] sur [0, [ qui conjugue E,a+1 et
e:)a+l'

Démonstration:
W, est continue et strictement croissante ; de miged) = O et limy Y, = + : Y}, est donc bien un
homéomorphisme su®, 1] sur[0, +oo|.
W, envoie bijectivemeng%Z[%] N[0, 1 surZ[£]N |0, +oo ; c’estimmédiat & vérifier car on a la forme
explicite dey, ety/, .
Si f est dand}
—k 1 anfk#»l 1

. . _ +1_ _ _ ,
grand et touk positif, f envoie les intervalle§® 2, & —-1] sur [£ =2 £ -21) et par conséquent, au

voisinage de I’infiniwgflp’;l est de la forme& — x—k(a? — 1). Cela montre au passage qligfw’gl aun
nombre fini de points de rupture. Et ceux-ci sont dafiya).
En chaque point de [0, e[ on peut trouven,n’,k, p, g entiers tels que

aa+1, au voisinage de 1f est de la formex — a“(x— 1) + 1 donc pour toun assez

— _(a2_ /A
WafWah)o = (a+ e @ iy ) + (@ - ) —a . —d)

= anthoryy B0 g gyiad’ piay . yan)

qui est bien de la forme voulue. Ainsji, fy/; * est dan antl
De méme, sg € %, on verifie quel’, qua est dang a—dl* en effet en chaque poigtde [0, [ on
peut trouven, ', k, p, g entiers tels quey/; * Y (y) =
amaral@t D'yt (@-1) (0 —a—...—a")|+(@+1) L - (@-1)(nh-a—...—a"
= AaEtly+(@a-1)M-a—...—a")+ L - (a-1)(n-a—...—a"

qui est bien de la forme voulue. Aingﬁ{glgwa est danlelaJrl |

On peut noter que i est I'identité au voisinage de 0 ou qn;fq/;l est I'identité au
voisinage respectivement de Geet



Chapitre IV

F- est de type fini

V.1 Etude deF>

aa+l

Tout ce qui suit concernant uniqguement le gro&gg, ;, on le notera icFa a.1.

Le but de cette partie est de montrer que le gratpg 1 est de type fini pour tow
impair supérieur ou égal a 3.

IV.1.1 Introduction

Dans la suite on adopte les notations suivantes pour dasigrnelément deFa a1 :
il existe O< p1 < p2<...< pn € Z[1/4d], ap,as,...,an-1 € Z, by,...,bn_1 € Z[1/a],
b, € Z, tels que

aft Sur[07 pl]
a*t+ (a+1)by sur(p1, p2]

aén-1t + (a_|_ 1)bn_1 Sur[pn—L pn]
t+ (a2 - 1)by sur | pn, +oof

On posep; = f(pi).
Enfin, on fera I'abus de langage de dire qu’un élémeri#[d¢a) est divisible paa+ 1

(respa? — 1) s'il est de la forme&LLP (resp.(s‘zfjl;ql)p) avecpe Z, qe N.

On va montrer qué&, a+1 €st engendré par les trois classes d’éléments suivantes

— Le sous-group€&,. constitué des applications dont toutes les pentes sorguiss
sances non pas @emais dea®. F,, est un groupe de Thompson classique, connu
pour étre de type fini [10].

— Le sous-group€ 4 des applications a points de rupture déas 1)Z[1/a];

Fa est isomorphe, par la conjugaisgr- (a+ 1)x au groupe de Thompson clas-
siqueF,, lui aussi de type fini [10].
— Les application®q |- (ainsi que leurs inverses) définies, pout,|’ entiers avec

41
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1" >1, pardq /() =

t de[0, p(1)] dans(0, p(1)]
2t — (@t —1)p(l)  de[p(l), p(l")]
ns[p(l), p(l +a* (1" ~1))]
de[p(l), ol
ns[p(l +a* (1" 1)), o]

da
t+ (a2 —1)(a+1)(I' -1)
dans

- 1
ol I'on notep(l) = (a+ 1) + 24=.

IV.1.2 Une transformation préliminaire

Le but de ce paragraphe est de montrer que I'on peut se raraaner application
valant I'identité au voisinage de 0.
Soit f dansF, a+1 avecag > 0.
Fixonsp le plus petit entier positif tel que+ 1)p > pp.
Posons
() = { afot sur[0, p(a+1)]
| t+p(@a+1)(a®—1) sur[p(a+1),+oof.

Alors ) € Fy, et

oL(t) = { a—%t sur[0, p(a+1)a®]
t—pla+1)(a®—1) sur[p(a+1)a®,+ool.

Un petit calcul donne fy—1(t) =

(t sur[0,a%py]
a1t 4 (a+1)by sur[a®py,a®p;]
ad-172t + (a+1)bp_1 sur[a®p,_1,a%py]
a~%t + (a®— 1)by sur[a®pp,a®p(a+1)]
| t+(a2—1)by—p(a+1)(a®—1) sura®p(a+1),+oo]

Si par contreay < 0, on fixep entier tel quga+ 1)p > pj, et on pose

[ ao sur[0, (a+1)p]
W(t) _{ t+pla+l)(a®—1) sur[(@a+1)p,+oo

Alorsy e Faetyf(t) =

([t sur[0, p1]

a1t +a ®(a+1)by sur(p1, p2]

ad-172t + 3= (a+1)b,_3 sur{pn-1, P

a~%t+a %(a’?—1)b, sur|[pn, (@a+1)p— (&% — 1)by)
| t+(@2—1by+p(a+l)(a®—1) sur[(a+1)p—(a%—1)bp,+oo]

Si on note dans chacun des dasf) I'application ainsi obtenue, on a donc :
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Proposition 17 Si f € Fqat1 il existe T (f) € Faar1 tel que :
— Ti(f) estle produit de f par uelement dd=,
— Ti(f) estl'identi& au voisinage de 0
— Les points de rupture dg If ) sont ceux de f et un point, entier, plus grand que les
précedents et divisible par & 1.
— En particulier T(f) et f ont le n@me nombre de points de rupture non divisibles
par a+1
— Ti(f) et f ontle n@me nombre d’intervalles sur lesquels les parties de teditsi
(les(a+ 1)b;) ne sont pas divisibles pafa- 1

IV.1.3 Une deuxeme transformation

Ici on va montrer que I'on peut se ramener au cas ou tous liesspade rupture sont
entiers.

Onfixea e N, p1 < p2<...< pn € Ntels que les points de rupture des’écrivent
2 P = f(pi/a®), le reste des notations étant inchangeé.

Soit f dansF, 411 et p le plus petit entier positif tel quea+ 1) p+ (a®—
(a+1) pa?® > pp.

On définit par

sz{a

t+(a+1)p—(a+1)pa™

)by > pp, et

—20¢ sur[0, (a+ 1) pa?®]

0
sur[(a+ 1)pa?®, 4o

Alors ¢ e FanFp, et

o) _{ a2t sur(0, (a+1)p]
~ L t—(a+1)p+(a+1)pa®  sur[@+1)p,+oof
Onafd(t) =
o0y de 0, py] dans(0, py

a1~ 4 (a4 1)by

-1~ 2t 4 (a+ )by 1

Sib,>0onaalorshp~1f(t) =

( at
a?t 4 a*(a+1)by

a®-1t +a%%(a+1)by_1
t+ a2d (&2 — 1)bn
a2t+(a+1)p(@®® —1)+(a®—1)b, s
\ t+(a%—1)by

de[pz, p2] dans[p}, p;)]

de[pn-_1, pn] dans{p;, 1, Py

a2t 4 (a>—1)b, de[pn, (a+ 1)pa??]
sur[ph, p(a+1) + (a2 — 1)by]

—(a+1)p(@® —1)+(a®—1)b, de[(a+1)pa®, +°°[
\ sur[p(a+1) + (a% — 1)bn, 4o

Sur[07 pl]
sur[pz, p2

sur [pn—1, Pn]

sur[pn,azo‘((a+1)p (az 1)bn)]
sur[a®(p(a+1) — (a2 —1)by),a

sur[a®®(a+1)p, 4]

p(a+1)]
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etsib, < 0,0 1fd(t) =

( afot sur |0, p1]
a%t 4 a®(a+1)by sur|[py, pz]
adn- 1t+a2°‘(a+1)bn 1 sur [pn_ 1 pn]
t+a*(a®— 1)by sur[pn,a**((a+1)p|
a%t — p(a+1)(a®® — 1)+(a2—1)bn sur[@@p(a+1),a®(a+1)(p— (a—1)bp)]
\ t+(a—1)by sur[@®(p(a+1) — (a2 —1)bp), +oo]

On noteT,( f) 'applicationd =1 f¢. Alors :

Proposition 18 Si f € Fqat1 il existe B(f) € Faar1 tel que :
— Tp(f) est le conjugé de f par urélement dé=; N F,.
— To(f) atous ses points de rupture entiers
— Tp(f) a deux points de rupture de plus que f
— To(f) et f ont le n@me nombre de points de rupture non divisibles parlaet ils

sont rangs dans le f@me ordre, les deux points suppientaires de {If ) étant plus
grands

— Au voisinage de 0 et de l'infini, f eb(Tf) coincident
— Entre leurs premiers et de@hes point de rupture (qui diffent d’un facteur &)
f et T,(f) ont la méme pente

— f et B(f) ont le néme nombre d’intervalles sur lesquels la partie de transtat
n’est pas divisible para— 1

IV.1.4 La démonstration
On noteT (f) =Ty(Ti(f)). Onaalorsla:

Proposition 19 Si f € Faat1, T(f) € Faat1 esttelle que::

— T(f) estle produit de f par deslements dé& 5

— Les points de rupture de(T) sont entiers

— T(f) et f ontle néme nombre de points de rupture non divisibles parlaet leurs
premier point de rupture non divisible paral ont le néme ordre

— T(f) estI'identi& au voisinage de 0

— f et T(f) ont le néme nombre d’intervalles sur lesquels la partie de transtat
n’est pas divisible para— 1

On notex1(f) le nombre de points de rupture denon divisibles paa+ 1, etx,(f)
le nombre de points de rupture strictement inférieurs ampar point non divisible par
a+1 (0six1(f)=0).

On pose enfiry(f) = (x1(f),x2(f)) et on ordonné& x N par I'ordre lexicographique
[(a,b) < (c,d) si et seulement g < c) ou (a=cetb < d)].

On remarque que i a pour points de rupturpy,...,pn, pi = f(pi) = a%pi + (a+
1)b;, doncp; est divisible paa+ 1 si et seulement g I'est. Mais alors, leg; étant les
points de rupture dé—* et f étant croissante(f 1) = x(f).
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Notons aussi qug(T(f)) = x(f) car x1(T(f)) = xa(f) et les points de rupture
supplémentaires d&(f) sont strictement supérieurs au dernier point de rupturé,de
doncxa(T(f)) = xa(f).

On va maintenant montrer la

Proposition 20 Fa a1 est engendr par Fp, Fa etlesdq i, o, 1,1’ e N, 1" > I

Démonstration:

On remarque que $i(f) = (0,0), f € Fa.

Cela nous permet d'initialiser une récurrence (i) : on fixe f € F5 a11, On suppose que toutpe
Faa+1 telle quex(g) < x(f) est un produit d’élements d&., Fa, desdy - et de leurs inverses, et on veut
montrer quef a la méme propriété.

On peutremplaceir parT(f), c'est adire supposer qdeest a points de rupture entiers et vaut I'identité
au voisinage de 0, grace aux proprietégddecrites plus haut.

On distingue deux cas selqn, le premier point de rupture de(qui est donc entier) ;

Sia+ 1divise p1
Notonsa(f) :t — f(t+ p1) — p1, et

) t sit< pp
T(f)'tﬁ{ f(t—p)+pL sit>pr.

o(f) estdan$, at1: enun point tel quef (t+ py) =a%(t+ p1) + (a+1)B, o(f)(t) =at+ (a+ 1)+
@ —-1)pr=a"t+(a+ 1)+ (@*— 1)%], et les points de rupture @€ f) sontp, — p1,. .., Pn— P1-

Ainsi, x1(o(f)) = xa(f), x2(a(f)) = x2(f) — 1 et doncx(o(f)) < x(f); on peut ainsi écrire(f) =
M fi, fi étant dan§,2, Fa ou 'un despq ) oud 1.

Alors f =1(o(f)) =1t([] fi) = []t(fi), et un calcul analogue a celui effectué poumontre que sff;
estdans$=,, F2, ou est I'un deshq ;» ou ¢;‘|l‘|,, 1(f;) aussi.

On a donc bien écrit sous la forme voulue.

Si p1 n'est pas divisible para+ 1 : supposons tout d'abom positif.

On va la encore distinguer deux cas :

by n'est pas divisible para— 1

On considerey; et py, le plus grand point de rupture tel gbe 1 ne soit pas divisible pa— 1 (k existe
car la partie de translation st — 1)by, apréspy).

Ecrivons la condition de continuité gn : p1 = a®p; + (a+ 1)by d’oli (a2 — 1)p; = —(a+ 1)by. Si
a; était paira®—1 diviserait(a+ 1)bs, donca— 1 diviseraitb; : c’est absurde. Ainsi; est impair et on
peut écrirea; = 2a; + 1.

Moduloa+ 1 I'égalité devient alorg(—1)2%+1 — 1)p; = —2p; = 0, et donc®5? divise py : py s’écrit
(a+1)l+ &2 = p(1) pour unl € N.

On montre de méme qL@—l divise px, et px s'écrit p(l") pour unl’ € N.

On considér«ba/lJJ, :

att — (a1 —1)py = att+ (a+1)by  sur[ps, px = p(l)]

t sur[0, p1 = p(1)]
a1 (1) =
t+ (@ —1)(a+1)(I'-1) sur{p, +oof
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Onaalorspy i f~H(t) =

t sur[0, pj]
ad~%®t — at=®2(a+ 1)by+ (a+1)by sur(p5, ps]
a1t — g1 &-1(a+ 1)b_1+ (@a+1)bs sur{py_q, Pl
a &t —a &@a+1l)b+ (@ —-1)(a+1)('-1I) sur{py, Pisa]
a &-it—a *1(a+1)by1+ (@2 —-1)(a+1)(I'—1) sur[p,_q,Ph
t—(a®—1bp+ (@@ —1)(a+1)(I'—1) sur[ph, +oo|
Mais anrs,¢a/l| pftet doncfd);,lI ,, @ un point de rupture divisible pa+ 1 de moins quef :
1, AR

xl(f¢;&f|7|,) =x1(f) -1, donCX(f¢;/117|,|,) < x1(f) et on peut écrire grace a I'hypothése de récurrence

f¢;,11| et doncf sous la forme voulue.

by est divisible para— 1. On écrit alors; = (a— 1)b}.
On montre quey est pair eb] entier : par continuité epy,

(@-1bj=(1-a)p=(1-a)(l+a+a’+...+a% L)py,
et en simplifiant paa— 1 :
(a+1)by=—(1+at+a+...+a% )p;.

En écrivant sous la formel;, en multipliant cette égalité pal’ puis en réduisant modub+ 1, on
obtient finalement
0=(-1"(1+ (-1 +1+...+(-1> Hpd,

ce qui n'est possiblgp;] étant non nul, que si; est pair. X
Maintenanta; étant pair, I'égalité initiale nous dit qu# = —%21_‘—11 p1 est entier.

t sur[0, p1]
Définissongt(t) = { a%t+ (a?—1)b] sur|[p1, p2]
t+ (@ —1)pp+ (@2 —1)b)  sur[pz,+oo|
t sur[0, p1]
nestdand et i(t) = a ¥ (t—(a?—1)b)) sur[pa, pj)
t—(a® —1)pp— (@2 —1)b  sur[p,,+oof
On a alors
t sur[0, pg]
a®t + (a+ )by — (8% — 1)pz— (a2 — 1)b) sur[pz, p3]
() =

a1t + (a+1)bp_1— (8% — 1)p;— (82— )b}  sur[pn_1, pn]
t+(a%—1)by— (8% — 1)pz — (a2 — 1)bj Sur [pn, +oo|

Alors X1 (Tr 1) = x1(f) — 1, doncx (1) < x1(f) et on peut écrire grace a I'nypothése de récurrence
1 f et doncf sous la forme voulue.

Si a; est négatif, on applique ce qui préced&@ 1) : x(T(f~1)) = x(f), et T(f~1) vaut l'identité
au voisinage de 0, est a points de rupture entiers et sa&taayente (soray’) est positif. Mais siT (f~1)
est un produit d’élements d&, Fa, ¢4 €t leurs inverses, c’est aussi le cas pbut et donc pourf. B

Remarqgue 1 : Cette demonstration peut se simplifier pourtr@oque le groupe en-
gendré pafF,. etF, est le sous-groupe d& 5.1 des éléements dont toutes les parties de
translation sont de la form@? — 1)b avecb < Z[1/a].
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Remarque 2 : dans le cas auest pair (qui ne nous intéresse pas i€a:1 €est
engendré paf,. etF 4 (les parties de translation sont nécessairement de laf@tn- 1)b
avech € Z[1/a]), car dans ce cas toutes les parties de translation sositdés paa® — 1.

IV.1.5 Etude desdq

On rappelle que diest entierp(l) = (a+ 1)1 + %1 et quedq  /(t) est donnée par

t de |0, p(1)] sur [0, p(1)]
att— (a1 —1)p(l)  de[p(l),p(l")]
sur[p(),p( +a (1" —1))]
t+ (@t —1)(a+1)(I'=1) de[p(l"),eo sur[p(l +a® (1" —1)), oo

On veérifie facilement que, pouf > I, ¢§,%),|¢u,o,|/ = ¢q, - Ainsi, il suffit d’eétudier
lesdq o, Maisdg g 2011 a0 €St I'application qui & associe

t Sur[07 p(O)]
a20t2 _ & 11 pay . +a2tl) sur[p(0),p(l)] .
t+ (a+1)(a2%+2 - 1)l sur[p(l), o]

et on constate que,fLa+ ...+ a2*+1 étant pair & est impair!), toutes les parties de
translation des morceaux affines sont multiplesafle 1, etdpoa2a+19a,0) €St en fait
dansF...

Posons alors

t de [0, 851] sur(0, 2]
fi(t)=dooi(t) =4 at—2L de[T p()] sur[3%2, p(al)]
t+ (& —1)| de[p(l), e[ sur[p(al), o]

De ce qui précede on peut donc conclure Byg; 1 est engendré paf,, Fp2 et lesf,
| € N; on va maintenant montrer qu’un nombre fini flesuffisent, plus précisément :

Proposition 21 Fy, Fp, f1, f2, ..., fa—1)/2 €ngendrent le groupesf. 1.

Démonstration:

Il suffit de remarquer que sic< Fp,Fa > verifieg(p(0)) = p(0) etg(p(i)) = p(j), alorsfjgf* est
dans< Fp,Fa >, et doncfj, F,2 etF, permettent de retrouvey.

En effet, pour calculer cet €lément on a les compositionastes :

fit g f]
opO] & opO] > PO - [0.pO)
p(0).p(@i)] = () p)) S (p(0).p()] T (p(0). plai)]
p@)el ST el S i)l ST (pai)e|

Grace a la remarque 1 de la partie précédente il suffitrdaver que les parties de translation des
expressions affines de cet élément sont des multiples de..

On s’intéresse a la partie de translation de chaque farmffihe ; sur la premiére et la derniére lignes,
chacune des trois fonctions fait apparaitre des multigée® — 1 et donc la composée I'est aussi.
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C’est la deuxieme ligne qu'il faut étudier plus en détailir un intervalle og est affineg(x) = ax+ 3

,ona
(figf ) a(a((t+(a*—1)/2)/a)+B) - (8>~ 1)/2
at+ap,
et donc B étant toujours multiple de? — 1 pourg €< F.2,F, >, le résultat serait prouvé.
Reste a fabriquer une telle famille d@permettant, avek,, F,2 et un nombre fini dej, de reconstituer
tous lesf;.
Définissongy; pouri entier strictement positif par

{ t sur[0, (a+1)i)]

at—(a®2—1)i sur[(a+1)i,(a+1)(i+1)]

gt) = (
t+(@—-1) sur[(@a+1)(i+1),0|

Alors gi(p(0)) = p(0) et
g(p(i)) = al(a+l)i

i

i

i

|
A/QTA

_|_
\_/\'_A/\_/
+ + +

Il
M
+
N’
T
I\)||

Lesg étant dans< F,,F,2 >, cela prouve qud; engendre, aveE, et Fp, tous Iesf1+ka%1, et de
mémef, engendre tous Ief§+k%_1. Par conséquenty, fo, ..., f%_l etF, etF,2 engendrent tous lefs, donc
tout le groupera a+1. B

IV.1.6 Conclusion

Fa est engendré par les
t sit < (a+1)i
yiit—<{ at—(@-1)i si(a+li<t<(a+1)(i+1) ,
t+(a®—-1) sit>(a+1)(i+1)
pouri=0,1,...,a— 1.
F.2 est engendré par les

t sit <i
z:t—{ at—(@-1i sii<t<i+1,
t+(a®—1) sit>i+1

pouri=0,1,...,a°—1.
Par conséquenE, a1 est de type fini, et un systeme générateurygsyy, ..., Ya—1,
20,21, ...y Z32_1q, fl, f2, N P

2

IV.2 F- estde type fini

FixonsI" de genre 0, soib = v(I). Alors Fr- est isomorphe Ez[n £2n 5, lui-méme
isomorphe &5, 35, 2

Et on vient de montrer quB;, 3, est de type fini, et que l'on peut trouver un
systéme générateur ayd@n — 3) + (2n— 3)2+n— 2 = 4n® — 9n + 4 générateurs.

On a donc prouve le

Théoreme ASITl est de genre 0,fest de type fini.



Chapitre V

Presentations de+

Dans ce chapitre, apres avoir donné la définition du gediya. 1 qui sera I'objet de
notre étude, nous commencerons par |I'étude du cas péaetiau= 3 (ce qui correspond a
I'étude de la présentation du groupeg)), avant de traiter le cas genéral. Les exemples
et dessins seront aussi donnés pour ce groupe partictéiler.permet de comprendre les
idées, qui sont identiques pour toutes les valeurs, @ limitant autant que possible les
difficultés techniques, et aussi de démontrer dans ca €a3 un résultat un peu plus fort
concernant la présentation du grouhga 1.

V.1 LegroupeHsai1

Nous avons montré dans ce qui précedelguest de type fini ; nous voulons mainte-
nant etudier, toujours via sa linéarisatiega 1, la question de sa présentation finie.

Il est malcommode de trouver directement une présentéatégante dé, a;1; Nous
commencons donc par étudier un groupgs:1, dans lequeF, a1 est d'indice 2 et
dont on sait expliciter une présentation (infinie) réegdi qui se ramene ensuite a une
présentation finie.

V.1.1 Définition de Ha at1
Commencons par donner une nouvelle descriptioR:@e :

Proposition 22 Pour a entier impair su@rieur ouégala 3, k441 est le groupe des ap-
plications affines par morceaux sif, +oo[ avec points de rupture (en nombre fini) dans
Z[1/a], qui sont de la forme x> a®x+ &= a = 5 sur chaque intervalleelles sont affines,

et valent x- (a2 — 1)b a I'infini, b entler.

Démonstration:

Supposons que, autour d’un point de ruptuya’, un élement dd— 4.1 vaille x — a"™x+ & 2 ;31 a
gauche ek — a"x+ (a+ 1) 7 a droite. Alors en calculant la valeur de la fonctioniga’, on obtient

n oy U p —1£
(@ a)a (a+1)aq 5 o0

En multipliant toute I'expression paf2¢49) puis en réduisant modub— 1 (@=1mod(a—1)),0n en
déduit que ' = (a+1)p’ = 0 modulo(a— 1). Ainsi a— 1 divise 2, donc25* divise p’ et donc(a+ 1)

estdela formé’z—ly

49
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Il est alors aisé de conclure, en montrant de proche en prdgartir de I'intervallg0, p1] sur lequel la

partie de translation est nulle (donc de la forﬁz%?l a—%), gue sur chaque intervalle maximal ou I'application
est affine, elle est bien de la forme désille.

Cette nouvelle définition di, a1 NOus incite a introduire le grougty a1 :

Définition 6 Pour a entier impair sugrieur ouégala 3, Hyay1 €st le groupe des ap-
plications affines par morceaux s{f}, +o[ avec points de rupture (en nombre fini) dans

. 2 . < .
Z[1/a], qui sont de la forme x> a®x+ aT‘la—% sur chaque intervallewelle sont affines,

et valent x- £-2b & linfini, b entier.

Faar1 €st le noyau de I'application dé, a1 dansZ/27Z qui a une fonction valant
X+ %b a l'infini associeb modulo 2.

Faat1 st donc un sous-groupe d'indice 2 Ega 1, et par conséquent les groupes
seront ou ne seront pas simultanément de présentatien: fomi peut donc se contenter
d’étudierHa ay1.

V.1.2 Geérération deHgaq1

Avec quelgues modifications mineures, la démonstratida geoposition 20 concer-
nant le groupé, a+1 permet de prouver pott, 51 Un résultat analogue :

Proposition 23 Ha a1 €st engendr par le sous-groupe F des applications dont les
pentes sont des puissances @ga le sous-groupE ; des applications ayant leurs points
de rupture dans"%lZ[l/a], groupe isomorphe par la conjugaisonx %x au groupe
de Thompson classiqug.F

(par commodité on conserve la notatiég, bien que ce ne soit pas le méme groupe
gue dans I'enoncé de la proposition 20)

On adopte les notations suivantes pour désigner un a@emede Ha a11 : il existe
O<pi<p2<...<pn€Zll/a,apa,...,an-1€7Z,b1,...,bh_1 € Z[1/a], by € Z, tels
que
( a%t sur |0, pi]

a1t + %bl sur|py, p2]
fity=4 ...
2
gt + b1 sur[pn1,pn)
| t+ &5 Lby sur [pn, 4|

On posep; = f(pi).

Proposition 24 Si f € Ha at1, il existe une application Tf) € Ha a41 telle que :
— T(f) estle produit de f par deslements dé&,
— Les points de rupture de(T) sont entiers
— T(f) et f ontle néme nombre de points de rupture non divisibles%}‘%r, et leurs
premier point de rupture non divisible pérzil ont le méme ordre
— T(f) estI'identi& au voisinage de 0
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Démonstration:

On commence par associer d’abord a touteHa a1 une applicatiorTy(f) valant I'identité au voisi-
nage de 0.

Si f vérifieap > 0, on fixep le plus petit entier positif tel quég—lp > pn et on pose

[ a%t sur[0, p25L]
P(t) = { t+ p%l(aao_l) sur[p +1,+°°['
— o [ at sur[0, p4tat]
Alors g € Fa, g 1(t) = { t—patl(a®—1) sur[pila®, oo,
Un petit calcul donne :
¢ sur[0,a%py]
Qa0 4 fvlzflb1 surfa®p;,a® py]
-1 o :
qu (t) - aan 1— aOt+ a? 1bn 1 Sur[aao pnfl,aao pn]
a aot+a 1bn sur[aaopn,aaop%l]
by pE(a 1) surlapeil, o

Si par contreag < 0, on fixep entier tel que%l p > p;, et on pose

t) = a%t sur[0, 251 p]
W)= t+ p&t(a 1) sur[a+1p,+oo[

Alors p € F, et

. sur[0, py]
2
aaraOt+a’a°aT_lb1 sur{pz, p2]
wf(t) = aanfl—aot—i—a_:O%bn—l sur{pn-1, Pn] )
a®tfa B8 Lp, sur [pn, 25t p— &5
N pa“(a 0-1) sur[2p— E7tbn, +oof

On note dans chacun des da$f) I'application ainsi obtenue.
Si f est dan$da a1, on définitTy(f) a points de rupture entiers: onfigec N, p1 < ... < pp € Ntels
gue les points de rupture des’ ecrlvent . pl = f(pi/a®), le reste des notations etant inchangé.

On prendp le plus petit entier posmf tel quétip+ a—lbn > pl, et21pad® > p,, et on définith par
2 2 nStT2

o(t) = a9t sur[0, 25 pa®]
T t+ 2 p—2ftpa®®  sur[3F pa?®, +oof

Alors ¢ € FanFyp, et

1(0) = a%t sur([0, 254 p]
T t—2tp+atpa®  sur[aip, o]
Onafé(t) =
af—20¢ de [0, p1] dans|0, p/]
ad1-20g 4 & 1p, de [py, pz] dans[p}, ]
aaﬂflfzatz—i— %bn—l de[pn-1, P} dans[pn 15 pn] 5
ity Sl de pn, 25 pa?®Jsur(p), P24t + 25ty
t— a“p(az‘" 1) +&51b, [aﬂpaz“ +°°[

sur[pat + €-1b, oo
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acot sur[0, pa]
afit + a2 ﬁbl sur{pa, p]
aan 1t 4 2081 1bn 1 Sur [Pn—1, Pn]
t_|_a20(a2 1bn Sur[pn’aZcx(a-Elp 2—1bn)]
2
a 20(;[_|_ a+lp(a2cx_1)_|_a2—lbn sur[ (a+l ) a0 anrlp]
t+ 2-1p, sur[a“a+lp,+0°[
etsiby, <0, 1fd(t) =
acot sur[0, pa]
atit 4 a2 %ﬂbl sur{p, p]
afn1t 4 a20& - 1p, Sur [pn-1, P
t+a2°""‘2‘1b sur[pn, a2 (34t )]
aZou[2 a+lp(a2cx 1)_|_a22—lbn sur[ a2 anrlp, ( a2 1bn)]
t+a lbn sur[a (a+l a? 1bn) [

On noteT,(f) I'application¢ 1 f¢.
Alors T(f) = Tx(T1(f)) ales propriétés vouluds.

On notex;(f) le nombre de points de rupture dleon divisibles pa%l, etx2(f) le
nombre de points de rupture strictement inférieurs au @epoint non divisible pa%1
(0sixu(f) =0).

On pose enfirx(f) = (x1(f),Xx2(f)) et on ordonn& x N par I'ordre lexicographique
[(a,b) < (c,d) si et seulement g < c) ou (a=cetb < d)].

On remarque que dia pour points de rupturey, ..., pn, pi = f(pi) =a% pi + %bi,
doncp est divisible pan‘%1 si et seulement gi; I'est. Mais alors, leg étant les points
de rupture dé ~* et f étant croissante(f 1) = x(f).

Notons aussi qug(T(f)) = x(f) car x1(T(f)) = xa(f) et les points de rupture
supplémentaires d&(f) sont strictement supérieurs au dernier point de rupturé,de
doncxa(T(f)) = xa(f).

On peut maintenant prouver la proposition 23 :

On remarque que i(f) = (0,0), f € Fa.

Cela nous permet d'initialiser une récurrence)gur) : on fixe f € Ha a1, On suppose
que touteg € Ha at1 telle quex(g) < x(f) est un produit d’élements d&. etF,, et on
veut montrer qud a la méme propriété.

On peut remplacef parT(f), c’est a dire supposer queest a points de rupture
entiers et vaut I'identité au voisinage de 0, grace auyppétés del décrites plus haut.

On distingue deux cas sel@, le premier point de rupture de(qui est donc entier) :

Si 241 divise p;
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Notonso(f):t — f(t+ p1) — p1, et

t sit<pp
fl:t— )
T(f) { f(t—p1)+p1 sit>pa.

o(f) estdanddaat1: €nun point tel quef( p1) =a%(t+p1)+ 322_18 o(f)(t) =

a“t+aTl[3+(a —1Dp =2 0t+a71[[3+ — 1 1.2p ] et les points de rupture d f) sont
P2 —P1,..., Pn— P1.

Ainsi, x1(a(f)) =x1(f), Xx2(o(f)) =x2(f) —1etdong(o(f)) < x(f); on peut ainsi
écrirea(f) =[] fj, fi étant dan$,2 ouF.

Alors f =1(0a(f)) =1([]fi) = [1t(fi), et un calcul analogue a celui effectué pour
montre que sf; est dang=, ou F, T(fj) aussi.

On a donc bien écrif sous la forme voulue.

Si p1 n’est pas divisible par%1 : supposons tout d’abom positif.
On montre quey est pair eby /2 entier : par continuité ep;,

2
a2 by = (1—a*)py = (1-a)(1+a+a®+...+a% L)py,

et en simplifiant paa—1 :

a+1 _
—bl_ —(1+a+a’+...+a% Ypy.

En écrivantb; sous la formey;, en multipliant cette égalité paa2puis en réduisant
moduloa+ 1, on obtient finalement

0=(—1)V(1+(—1)+1+...+ (1)@ 1) [2py],

ce qui n'est possibld2p;] étant non nul, que si; est pair.
Maintenanta; étant pair, I'égalité initiale nous dit qum /2 = —a = 1p1 est entier.

t sur[0, py]
Définissongt(t) = ¢ aMt+ aZT_lbl sur[pa, p2]
t+(a® —1)pa+ £-2by  sur(pp, +oof
t sur |0, p1]
nestdang et i(t) =¢ a &(t— ﬁbl) sur(py, p5)
t—(a% —1)pp— E52by  sur[p), +oof
On a alors
(t sur|[0, pz]
aa2t+i‘1b2—(aal— )pz——bl sur{pz, p3]
mift)={ .
aan it + & 1bn 1— (a® — 1) p2 — —bl Sur{pn—1, P
t+a =N —(aal 1)py— 2 21b1 sur [pn, +oof
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Alors x1(Tr1f) = x1(f) — 1, doncy (r 1) < x1(f) et on peut écrire grace a I'hy-
pothése de récurrence ! f et doncf sous la forme voulue.

Sia; est négatif, on applique ce qui precede@ 1) : x(T(f 1)) =x(f), etT(f™ 1)
vaut l'identité au voisinage de 0, est a points de ruptatees et sa deuxieme pente (son
"ay’) est positif. Mais siT (f 1) est un produit d’élements d&. etF,, c’est aussi le cas
pour f~1 et donc pourf.

On vient ainsi de montrer que tout élément du grodpeg, 1 pouvait s’écrire comme
une composée d’éléements Hg et d'élements dé&,, et donc que le groupla a1 est
engendré par ses deux sous-groupg®t F .

V.1.3 Une description forestere deHa a1

On notera dans tout ce qui sit= %1
On a montré au chapitre | que les applications

t sur[0, 252i]
Yaiit— at—%i sur[@i, 22 (i4+1)] ,ieN
t+ 2 sur[3L(i+1), 0|

engendrenE,, et que les

t sur(0,k]
7t —{ &t—(a®—1k surkk+1 ,keN
t+a?—1  sur[k+1, 0|

engendrenE,.

Par conséquent, lgg; et lesz, engendrenta o 1.

Définition 7 Pour f dans Ha:1, oy, et foz ! sont appetes expansioriémentaires
de f.

Une expansion de f est une suite d’expansiglamentaires appligges successive-
menta f.

Considérons une applicatidn: [0, c[— [0, [. Alors

0, 244i] q o2t L
foyasq [Btiogtiva) B egliagti) L
R B = (RS VI

et
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On constate que I'expansion |crz3:rl remplace a la source del’intervalle [k,k+ 1]

par les intervallegk, k+-1], ..., [k+a® — 1, k+a?], et que I'expansion peyr;il remplace les
&L intervalles[ 242, a+1|+1] [aFti+ 1,88 4-2), .. (3 (i + 1) — 1,252 (i + 1)) par les
af’“rl mtervalles[a+l a+l| +1), [+ 1,2+ 2), .., [a+1l +adfl —1 &l a2l

Une applicationf étant fixée, on peut représenter chacune de ses expamsoane
forét, qui va correspondre a la maniere dont on subdiesmtervalles sources de pour
représenterf elle-méme, on prend la forét triviale constituée d’une infinité d’arbres
réduits a une feuille, indexés p&r, on ordonne les feuilles de gauche a droite, I'ordre de
la feuille la plus a gauche étant 0.

On appellerap-bouquet un arbre qui a un sommet de valepcet p sommets de
valence 1.

Par exemple un 3-bouquet : , un 9-bouquet /

Pour chaquak on colle sur lak-ieme feuille par ure-bouquet (en identifiant la
feuille et le sommet de valeneé du a?-bouquet) ;

Pour chaque/,* on colle de méme sur chacune des feuilles d’orireAi + 1, ...,
A(i +1) — 1 una-bouquet.

Et pour une expansion quelconque, produit d’expansiceméhtaires, on répete les
opérations précédentes en prenant les expansiomegtaires successives de gauche a
droite.

Par exemple, poua = 3, & I'expansiory, 'z;'z; 'y,5 deld correspond la forét (on
précise I'ordre de chaque feuille) :

0 1 28

222324 252627

567 8 910111213
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On peut interpréter les foréts obtenues comme des afiplisa mais aussi comme
une subdivision des intervallég 1], [1,2], ..., [n,n+ 1], ..., la composition paz,:1 cor-
respondant & diviser eaf parties égales le-ieme intervalle, et la composition pyxil
S\ .. . ., . y . atl: atl;:
2+slubd|V|ser era parties egales chacun des intervalles d o@tb, SEi+1 L SR+
ars 1.

2

Bien entendu ces deux interprétations sont équivaleriiasme subdivision en inter-
valles d€f0, o[, correspond I'application qui envoie de maniere affhéd| sur le premier
intervalle,[1,2] sur le second, etc...

Attention, les foréts sont a considérer “modulo les rivales” qu’elles définissent,
c’est a dire que deux foréts définissant les mémes ialles/sont considérees comme
egales.

On a ainsi par exemple I'egalité des foréts :

Nous verrons plus loin comment cette remarque va nous fodesirelations entre les
yai et lesz, et nous permettra de donner une description du greldpe: par générateurs
et relations.

Définissons maintenant la notion de partition standard :

Définition 8 On appelle partition standard une expansion de Id, céslire une foét
du type pécédent, ou de madie équivalente, un hodomorphisme dé), o[ produit de
yai et de z* pour certains jk € N.

Etant donnée une partition standard, on app=tllel’'opposé du logarithme en base
de la longueur de l'intervalle d’ordrie Cela correspond, si 'on prend en compte toutes
les decompositions régulieres d’intervalles depuisintarvalle de longueur 1 jusqu’a
I’intgrvalle i, a rajouter 1 pour chaque découpesamorceaux et 2 pour chaque découpe
ena-.

Par exemple poua = 3 et la partition standar}zgl, S(0)=s(1)=...=5s(b)=1etsi
i >5,s(i) = 0. Pourz; 1, 5(0) = 0,5(1) = ... = 5(9) = 2, et ensuites(i) = 0.
Alors :

Proposition 25 (P) : les intervalles d’une partition standagds impair vont par A= %1
a partir d’'un intervalle d’ordre multiple de A.

Démonstration:
Fixons une partition standarf vérifiant (P), on va montrer quéP) est vraie pour toute expansion
élémentaire de cette partition standard.
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— Pour une expansion élementairey,;' :
f vérifiant (P), s(Ai),s(Ai+1),...,s(A(i + 1) — 1) ont la méme parité. Chacun de ces intervalles
est remplacé paa intervalles dont la valeur de est un de plus que celle de l'intervalle dont on
a fait I'expansion : la parité de est donc constante pour caé nouveaux intervalles. Les inter-
valles d’ordre strictement inférieur4i gardent leur ordre et leur valeur ddes intervalles d’ordre
supérieur ou égal A(i + 1) gardent leur valeur dealors que leur ordre est augmenté(de- 1)A,
multiple deA. Par conséquent la nouvelle partition vérifie b{ex.

— Pour une expansion élémentairez, * :
Il existe un uniquétel queAi <k < A(i+1), et notre partition vérifiantP), s(Ai), ..., s(A(i+1)—1)
ont la parité des(k).
Dans I'expansion, on remplace l'intervalle d’orde@ar a2 intervalles de longueur divisée paf,
c’est a dire ques augmente de 2 : il garde méme parité. Mais la parit§(Hpest alors celle de tous
less(Ai),...,s(A(i+1) —1+a2—1).
Les intervalles d’ordre strictement inférieuAagardent leur ordre et leur valeur ddes intervalles
d’ordre supérieur ou égalA(i + 1) gardent leur valeur de alors que leur ordre est augmenté de
a2 — 1, multiple deA.
Ainsi f oz * verifie (P).

(P) étant vérifiée pour l'identité et pour chague expangtémentaire d’une applicatioh vérifiant

(P), comme toute partition standard est une suite finie d’expaa£lémentaireqP) est vérifiee pour
toutes les partitions standailll.

Corollaire 1 Deux partitions standard ont une expansion commune.

Démonstration:
Commengons par prouver que toute partition standard axpsnesion de la forme suivante : on accole
k fois consécutives a partir de la premiere feuille I'&de hauteun :

(cela revient a découper regulieremfi], ..., [k— 1,k en intervalles de méme longuearr®”, en laissant
inchangés les autres intervallgs + 1],i > k.)

En effet, d'apres la proposition précédente, il suffird@uter sur chaque suite deintervalles ayant
simpair des expansions de tyggour se ramener a une partition ayant touss(@€spairs. Puis d’effectuer
des expansions de tyggoour se ramener a avoir, pour un certhlitien choisi, leS\ premiers intervalles
ayant le méms(i), et les suivants ayasti) = 0, ce qui est bien la forme souhaitée.

Comme il est clair que deux telles partitions ont une exgamsommune, le résultat est proulié.

Ce dernier point va nous permettre de donner une nouvedgpirétation déda 11 €n
terme de couples de foréts.
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On considére 'ensemble des applications de la forpe 1 avecp, g des partitions
standard.

Alors :

— H estinclus danbla a1

— % est un sous-groupe ; pour le montrer il suffit de vérifier ueetr —* sont dans
H, r~Lpaussi.
p etr étant des partitions standard, ils ont une expansion comarrie il existe
q et s des partitions standard telles gpg = rs. Mais alorsr 1p = sq 1, d'ou le
résultat.

— 7 contientF, et F2 car par définition il contient les g'enératelyﬁ1 deF, etzI:1
deF.

CommeF, etF,, engendrenHa a1, on en déduit que
H= Ha,a+1~

Onvient donc de montrer que I'on peut représenter tameht dé deHz a1 comme
un couple de foréts (de partitions standard)h si pq* avecp et q des partitions stan-
dard, on peut associerfaune forétF; et aq une forétF,, et représenten par le couple
de foréts(F1, ).

Le choix se fait @ une expansion pres :Fgiet F; sont les foréts associées a des
expansiongr etqr dep etq, les couplegF;,F;) et(Fi, ) représentent le méme élément
du groupeHa 11 (autrement dit, sil'on réalise sur les for&setF, les mémes expansions
-a chaque expansion d’une feuille Be on réalise la méme expansion de la feuille de
méme ordre dé»- on obtient le méme élément du groupe).

A partir de la donnée d’un couple de foréts on peut caladilerctement I'eélément de
Haa+1 correspondant : c’est 'unique application affine par matpequi envoie le pre-
mier intervalle décrit par la for@% sur le premier intervalle diy, le deuxieme intervalle
deR sur le deuxieme dEj, et ainsi de suite.

V.1.4 Calcul forestier

On regroupe ici quelques compléments et remarques suistaipgiéon duHa a1 a
I'aide de couples de foréts.

Décomposition en deux monigles

On définit de maniere naturelle le sous-mondi’qf(gl+1 deHaar1 cOmme I'ensemble
des elements dij a;1 qui peuvent s’écrire comme une composée d’applicatjanst
Z.

De mémeH, , ., est le sous-monoide d#, a1 formé des composées g’ etz !
(c’est le monoide formé des partitions standard).

Une conséquence de ce qui précede est que

- H
Haar1=Hga1Haar1-

aatl
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Les élements deél,, , peuvent étre écrits sous la fornieo, G) ol Fo est la forét
triviale ; de méme les éléments #g,, ; peuvent étre écritéF, Fy). La decomposition
Haatr1 = Hl,;l.ﬁJrlHa a1 @pparait alors naturellgF, G) = (F, Fo) (Fo, )

On a déja décrit comment déterminer a partir d'un prode yAi et dez‘:1 la forét
correspondante : on lit de gauche a droite le produit etageh lettrey,! ou z.* on
réalise une expansion de la forét. Un procédé analogneibnne pour calculer la forét
associée a un élement Hg, , : on lit cette fois de droite a gauche produit, et on fait
de la méme maniere une expansion des feulied\i+ 1, ...,Ai+A—1 pour un terme
Yai, et de la feuillek pour un termez.

Par exemple le calcul de I'elemewyo; donne le méme résultat que le calcul de
Yoj+aY2i, soit la forétF suivante (on écrit les ordres de certaines des feuillds)de

FAVINVAVA

Et si le contexte n’est pas ambigu on parlera de I'éleméfihdparF pour I'élément
(Fo,F) ou I'elément(F, Fp).

Ainsi I'arbre ci-dessus peut représenter, selon le caaj¢element "positif’yiyoj =
Y2j+ay2 deH, .4, ou la partition standar, ly,t de Hoai1:

Produits

Pour calculer les composés d’élementsidg. 1 représentés par des couples de foréts,
on peut utiliser la regle suivante, immédiate en intetgmt les foréts comme des applica-
tions :

(F1,F2)(F2,F3) = (F1,Fs).

En effet, si on voit(F;, F) comme un produitf; fz‘1 ou f; et fp sont des partitions
standard, on obtier{fy, F2) (Fe, R) = (f1fy 1) (fafs ) = f1fs .

Maintenant, pour composer deux éléments quelcon(Bess,) et (Gs, Gy), il suffit
de considérer une expansion commun&getGs : on fixeG et G’ tels queG,G = G3G/,
et alors

(G1,G2)(G3,Gs) = (G1G, G4G).

On peut noter que pour calculer des produits a lintéeriées mon0|de:la1aa+1 et
H-

aails dont les eléments peuvent étre décrits par une unyé¢ fi.e par un couple dont
la deuxieme forét est la forét triviale), il peut- étrielsprapide pour calculer un prodwiv
d’exprimervwcomme un produit dga; etz (respyAI etz 1) et de voir ensuite ces lettres
comme décrivant des subdivisions de la forét triviaje

V.2 Un cas particulier : le groupeHs 4

(ces résultats sont exposés dans la prépublicatiof [22]
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On a déja pu remarquer que si I'on fabrique de deux masidifierentes a partir d'ex-
pansions élémentaires une partition standard, on dhtrenrelation entre les générateurs
Yai €tz  deHaat1.

Par exemple, la forét

représente les partitions standasgty;* ety; 'y, 4, et dans le groupklaa. 1 on a
donc la relatiorysiysj = Yoj44Yai Sii < |.

De méme, I'égalité forestiere (ou plutdt, 'égaliéntre les intervalles représentés par
les foréts)

fournit la relation :

11 -1 ~1_ 1,1 ~1 ~1 .~1 .~1
Yoi Lilobit1%i = L YoireYaiteYaitaYaitoYai s
soit
Y2iY2i+2Y2i+4Y2i+6Y2i+822i = 221 22i+122i+2Y2i -

et de méme,

2i
2i

S R R s N
donne la relationy; Yy 1Yo Y2~ = Zi1%i » SOIt

0iZi+1 = Y2iY2i+2Y2i+4Y2i-



V.2. UN CAS PARTICULIER : LE GROUPHi3 4 61

On trouve de cette maniere les relations suivantes :

(a) k<l 4z = Z48%
(b) i<j: YoiYoj = Y2j+4Yoi
(c) .k<2i: 4Y2 = Yairsk
(d) 2i+1l<k: Y2iZk = ZiaYoi
(e) vi 2211 = Y2iY2i+2Y2i+aYoi
192y = y2i+12Y2i+6Y§i
(f) V? YoiYoi+2Yoi+4Y2i+6Y2i+820 = Z22i22i4+122i+2Y?i
Vi Yoi+24Y2i+18Y2i+12Y2i+6Y2iZoi = 22i+1820i+922iY?i
() vi Y2iY2i+ 2Y2i+4Y2i+6Y2i+822i+1 = 22i1322i1422i15Y2i
Vi Y2i+24Y2i+18Y2i +12Y2i +6Y2i Zoi+1 = 22i+2122i+1222i+3Y2i

Nous allons maintenant prouver que ces relations sont auofffis pour décrire le
groupeHs 4, c’est a dire que le group#s 4 défini par les génératewys,i € N etz ke N,
et les relationga), (b), (c), (d), (e), (f)et(f’) s’injecte dand3 4.

V.2.1 Forme semi-normale dansHs 4

(e) donnezy = ziigyziﬂzygi%y%. Cela montre que le groupks 4 est engendré par
leszo 1 etlesyx, k € N.
1 1 1 1 :
(') donneyzizoi 11 = Yo gYois 19Yoi 1 18Yai 1 24221+ 21221 + 12221 +3Y2i, €t par(e) : Ziy12 =
—1 .
Y2i+24Y2i+18Y2i 1 12%0i 1 135 donczi 2122112 = Z2i+1222i+13 = Y2i+24Y2i+18 %5112 €t @INsI

-1
Y2i22i+1 = Yo 6Y2i+1222i+-3Y2i-
De méme on montre :

Yoi 251;1 = Zﬁigyﬁilzwi%yﬁ-
(b) et(d) donnent, sk > 2i +1,

YoaZk = ZciaY2i
Y2iZ, = ZE.&4Y2i
YoiYk = Yk+4aYai
Y2i¥i = YEj4YZi
(c) donne, sk < 2i,
4Y2i = Y28k
2Y5 = Yaitgo
etsik <1, (a) donne
4 = gk
23" = Zlgh
Ces relations vont nous permettre de montrer que toutéxiédu groupe admet une
forme semi-normale :
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Proposition 26 Toutélement he 3 4 a uneécriture de la forme :

h=y"02 1y, 5™ YA

avec tous lesi; et 3; positifs ou nuls et nula partir d’'un certain rang.

Démonstration:

Soitn(h) le nombre minimal dex 1 nécessaires pour écringen fonction des génératewyss etz 1.

Sin(h) =0, h est dand=3 et donch s’écrit bien sous forme normale (cf [1]).

On suppose que tout élément tel qufl) < n s'écrit sous forme normale, et sbitel quen(h) =n.

Considérons le plus petit indice des lettyest z apparaissant dars on distingue deux cas :

— Sicetindice est pair, iy apparait, et aucune lettre d’indice inférieur. Alors @upgrace aux rela-
tions précédentes faire passer a gauche toutes Iesita'xmsadeyil et a droite toutes les apparitions
deysy;, sans changer le nombre de lettzest en ne faisant apparaitre aucune lettre d’indiceiiexdier
ou égal a 2 et ainsi écrireh = yi‘"h’ygi aveca,f > 0, n(h’) = n(h) eth’ ayant toutes ses lettres
d’indice strictement supérieur &2
On peut recommencer cette opération tant que I'indicenmahapparaissant dans le nouveau hiot
est pair.

— Si lindice minimal apparaissant dasest impair, i.ezy 1 apparait, et aucune lettre d’'indice
inférieur. Alors comme pourk2+1 < 2i etk < I,

Lk+1¥Y2i = Y2i+8Zk+1
Zx+1Yo o= Yoi i822k+1
Dk+1221+1 =  224+90k+1
22k+12511 = Za%rgZZK-&-la

on peut écrird = zz‘k‘i‘klh’zgk+l avecn(h) < n(h).
Cela nous permet de conclure par récurrelike.

L'existence de cette forme semi-normale implique alorgdctivité de I'application
canonique deH 4 dansHz 4. En effet, soith € #3 4 différent de I'élément neutre. Alors
h a une forme semi-normale non triviale ; skile premier indice tel quey # Bk. h est
conjugué dangt 4 & un élément de la forme

elzak'i‘Bkh/

avecOy, = yi si k est pair,z si k est impair, et/ s’exprimant uniquement en fonction de
yoi etz d'indices strictement supérieurskaMais I'image deh’ dansHz 4 est l'identité

sur[0,k+1], et 9;“”8" n'est pas l'identité sufk,k+ 1] : ainsi, 'image deh ne peut pas
étre l'identité d€g0, oof : I'application #3 4 — Hz 4 est injective.
Comme la proposition 23 montrait la surjectivité, nousres/prouve :

Théoreme B (cas particuliera = 3)
Le groupe H 4 peutétre pieseng par les @rérateurs y; et z et les relationsR) :
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k<l: (Re)) 44 = ZA18%

I<j: (R?)) Y2iYoj = Yzj+aYa

k< 2i: (RS;) Zy2i = Yo%

2i+1<k: (RY) Y2izk = ZciaY2i

Vi : (R Zii9Z = Yair12Y2iieY5

Vi (Rie) Y2i424Y2i+18Y2i+12Y2i+6Y2iZ2i = Z2i+1822i+922iY?2i
Vi (R)  YoiroaYoit18Yoi+12Yoi+6Y2iZ2i+1 = Zoi42122i+1222i+3Y2i

V.2.2 Deux présentations finies desz 4

On va montrer que la présentatienyo,yo,...,2,21,2,...|R > se raméne a une
présentation finie.

Pour cela on définit a partir dg, y2,ys €tzg, 21,22, ...,28, pourn>1,yan12 = ygyzyan
et Yania = Yoyayp ' et de méme, poun = 1,2,....8, Zgn q = Z)ZaZ,". Il est facile de
verifier quezozzy* = z g €tyoyayy * = Y214 pour tousk,i > 1.

On considéere le groupe défini par les génératgsing, Va4, 20,21, 22, . . ., Zg €t les rela-
tions :

- R&J pourk < I,1 <17

— R? pouri < j,j<5

— R} pourk < 2i,i <7

- Rﬁk pourd+1<k k<15

— R°,RS, R/ pouri < 3.

[en toute rigueur ce ne sont pas directement ces relatianbayuprend, mais les rela-
tions obtenues en remplacant formellement toutes lesmmues degy;,i > 2 etz , k> 8
par leur définition en fonction dg), Y2, Y4 et2p, 21,2, . . ., Zg]

On va montrer que dans ce groupe, toutes les relaRamnt vérifiees.

— R estvraie :
R&.l I'est par hypothese polir< 17,k < 1.
Fixonsl > 17 etk < | et supposon@b vraie pourA < I, K <A.
Sik<8ona
a4zt = z(z7-8%)7 (RS)_g)
= (%293 ) (%2 -85 ") (% )
(202079 ") (071-8% ) (202 % ") (RE)_g,Rlo)
20(207 824 *)7y "
2027, " (RS)_s)

= 24438
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227t = 20(Zs8%-855)7% "

DoncRY, est vérifiee.

— R? est vraie :

= 77" (Re_g_g)

= 448

R?; 'est par hypothése poyr< 5,i < j.
Fixonsj > 5,i < j et supposonEﬁA vraie pourA < j, K <A.

Sii=0,1,2o0na

YZiijYQl =

Sii>3;

Y2i (YeY2j—4Ys Yo (RS )
(YaiYeYa ) (Y2Y2j—aYa ) (Y2Ye Yar)

(YoyeYo ) (YoYzj-aYo ) (Yo¥e Yo ) (REj_5.R23)
yo(Yey2j—aYg 1)¥o *

)/0)/21')/61 (Ré,j—z)
Y2j+4

YaiyoiYar = Yo(Yai-aY2j—aYoia)Yo

DoncR?; est vérifiée.

— R3est vraie :

YoY2j¥o (Rf 5 2)
= Y2j+4

Rlii I'est par hypothese pour< 7,k < 2i.
Fixonsi > 8 etk < 2i et supposon&f ) Vraie pour\ <i, K < 2A.

Sik<8ona

Y27, =

Sik>9:

424, =

DoncR?, est vérifiee.

Z(Yioy2i—aY10) %

(2102 1) (2eY2i- a2 ) (29707 )
y18Y2i+4YI81 (R§75, Rlii—z)
Y2i+8

20(7 220) (2 “Y2i20) (% 5 1 20) %9

20(%-8Y2 -85 5)% (RSia)
20y2i% " (Re_gi—a)
(Zoy2) (Y5 1Y2Y2) (V5 25 h)

Y1020Y2i—4Zy 1YI01 (Rg,l)
y10Y2i+4YIol (Rai—z)
Yoii8
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— R*est vraie :
R*, l'est par hypothése polr< 15,2i +1 < k.
Fixonsk > 15,2+ 1< ket supposon@f})\ vraie pourA <k, 2k +1 < A.
Sii=0,1,20na ’

Va2 = y2i(272k—182? Yyst . -
(YaizzYg™ ) (Yoizk—8Yq) (Y2iZy Yy )

= 2112|<—4ZI11 (RﬁwR“,k—s)
= L+t4

Sii>3:

Yazya~ = Yo(¥o yziyo) (Yo “2yo) (Yo Yz Yo)Yo

= YOY2i—4Zk—4YQ1_4YS ! (Rg,k—4)
= YoZYo ! (Ri4—27k—4)
= (Yoz)(z,'22a) (22 Yo )
= YoZaZ 874 Vo'
= zg(YozsYp )Zg" (RS.4)
= 787 475" (Rox_s)
= Z+a

DoncR?, est vérifiee.

— R®est vraie :

R® I'est par hypothése pour< 3.

Fixonsi > 3 et supposonﬁf vraie pourA < i.

Alors

Zirozi = (YoZziisYo')(YoZzi-a¥y ')

= YoZoi+522i-4Yy
= YoYzi-8Y2ir2Y35 Yo~ (R,
= y2i+1zyzi+ey%i

DoncR? est vérifiee.
— RPest vraie :
RS I'est par hypothése pour< 3.
Fixonsi > 3 et supposon@ﬁ vraie pouri < i.

Alors
—1
Y2i4-24Y2i4-18Y2i+-12Y2i+6Y2i22i = Y0Y2i+20Y2i+14Y2i4-8Y2i+2Y2i—4Z2i—4Yq
_ i ' . . —1
= YoZ2i+1422i+522i—4Y2i—4Y
=  22i+1822i+922iY2i

DoncR est vérifiee.
— R’ est vraie :
R I'est par hypothése pour< 3.
Fixonsi > 3 et supposon@{ vraie pouri < i.
Alors

—1
Y2i4-24Y2i4-18Y2i+-12Y2i+6Y2i22i+1 = Y0Y2i+20Y2i+14Y2i+8Y2i+2Y2i—422i-3Yp
—1/p7
= YoZit1722i+82Z2i-1Y2i-4Yo (R_5)
=  2Di4+2122i+1222i+3Y2i
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DoncR! est vérifiee.
On a donc prouve :

Théoreme C (cas particuliera = 3)
Le groupe H 4 est de pesentation finie.

On peut diminuer le nombre de générateurs et relationsssaires pour définir le
groupe : un autre systeme de présentation infinie du gresipge donner les générateurs
yoi ety 1 avec les relationRl, R?, R®, R* ol apparaissent des indices impairs zest
RP etR’, ou, pour ces deux derniéres, on remplace &deszy; par leur expression dans
notre nouveau systeme de générateurs.

Un raisonnement analogue a ce qui précede permet alorgidewe Hz4 a une
présentation par les génératewssy,,ys etz, z3, zs, z7.

Ainsi,

Proposition 27 Hz 4 admet une gesentation finié 7 gerérateurs

V.3 Lecas gneral : Ha4:1 st de pesentation finie

V.3.1 Relations et notations

Rappelons que I'on a défidi = %1
Tout comme dans le cas= 3, une identification entre deux manieres d’obtenir la
méme expansion de la forét triviale permet de trouver didions entre legy; et lesz :

Proposition 28 Dans le groupe Hay1 on a les relationgR) :

(Rep) k<l 224 = a2 %
(RI%Q <] YAYA] = YA(j+a—1)YAi
<Rlii) k<Ai: YA = YA(i+2a-2)%&

(RY) Al+1) <Kk: Yazk = Zga@-pYAi

(R°) Vi ZAIZAI41 - - ZAG 1)1
= YAiYA(+1) - - - YA(i+a—1) YAI
(RY) Vi, A=0,...,AT YaYaii)---YA(+2a 3)YA(+2a 2)ZAi A
= ZpihalAithatl- - - ZAaithara—1YAi
Et ici aussi, on va montrer qu'il n’y a pas d’autre relatiolgst-a-dire que le groupe
Ha a1 est défini par les génératews, z et les relationgR).

Pour cela on introduit le group#; a1 défini par ses génératews etz, i,k € N et
les relationgR) : #5211 est le quotient du groupe libre sur 'ensemiig, z|i, k € N}
par le sous-groupe normal engendré par les relati@hs

On appelled la surjection canonique d#; a1 dansHa at 1.

On définit aussi les sous-groupgs et 7,2 de H a1 engendrés respectivement par
lesyai et lesz, F le sous-monoide d&4 4.1 constitué des mots en les lettygs et z,
et de la méme maniere les sous-monoifigsengendré par lega; et TaJ{ engendré par
lesz.
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V.3.2 La démonstration

Nous allons montrer que le groupt ;1 est bien défini par les générateurs et rela-
tions ci-dessous, c'est-a-dire qu'il est isomorphe ¢par #H, a11. Il suffira pour cela de
montrer quep est injective.

Commencons par énoncer une série de lemmes techniglegs/@ment intuitifs si on
les visualise grace aux foréts) dont la démonstratiom dennée dans la partie suivante :

Lemme O L'application¢ réalise un isomorphisme entfig etF,, et de méme entré,.
etk,.
Lemme 1 Soitw € Ta? Alors il existev dansfa;_f tel quevw soit dans?,".

Lemme 2 Soitwy, Wy dansjfa“;. Alors il existevy, v» dansfaﬁ tels queviwy = Vows.
Lemme 3 Soitw e F . Alors il existev dans#," tel quevw soit dansfa?

Lemme 4 Siw € Ha a1, il existews, wo dansF ™ tels quew = wl‘lwz.
Lemme 5 Soitw e Taﬁ tel qued (w) € F,. Alorsw est un produit d’éléments de la forme
ZaiZais1- - - ZairA-1 €t en particulier, grace a la relati®i, w est dansf'.

Ces lemmes étant momentanément admis, démontronsukateprincipal, I'injecti-
vité de¢.
Pour cela on fixav € H a11 tel qued(w) = Id ; on va montrer quev = 1.

Le lemme 4 nous permet d’écrive—= wflwz, avecw; etw, dans¥ . Alors ¢(wy) =

b (Wz).

Le lemme 3 nous fournit; etw} dans#," tels quewjw; etwyw. sont dansf_}.

Par le lemme 2, on peut trouvef, etws dansf.} tels quewswiwy = Wowhw,. Ainsi
O (WiWiw1) = O (WoWaws2), et commaeh(wy) = b (W), (Wiwy) = ¢ (Wiwy).

Mais alors, sil'on not& = (W3) W% € 72 etY =w)(w)) "1 € %, onad(Y) = (2).

Il existe, par le lemme 1u € #_; tel queuwj € %" On a alorsp(uwf) € Fj et
Z = (uwg) " tuwj.

Commed(Z) = d(Y), #(Z) € Fa, et par conséquert(uws) € Fa. Ainsi par le lemme
5, uw; etuw; sont dansf,", et doncZ est dansfa.

Mais comme, par le lemme §,est injective suff,, on aZ =Y, et ainsmiw} = wiws,
etw; = wsp. Ce qui prouve qué est injective.

Ainsi nous venons de prouver notre théoreme principas dacas général :

Théoreme B (cas gnéral)
Le groupe H a1 est cfini par les @rerateurs y;, i > 0, %, k> 0, et les relations

(R):

(Rep) k<l 224 = a1k
(Rﬁﬂ <] YAYA] = YA(j+a-1)YAi
<Rl:ii) k<Ai: YA = YA(i+2a-2)%&

(RY) Al+1) <K: Yazk = Zga@-pYAi
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(R) Vi ZAiZAi41 - - - ZA(i+1)—1
o = YAiYA(i+1) - - - YA(i+a—1) YAi
(R™) Vi,A=0,...,AT YAYAG+1)- - - YAG+2a—3)YA(i+2a-2)ZAi+A
= Zpi+hafAi+ha+l- - - LAi+hata—1YA

Il ne reste plus qu’a demontrer les lemmes utilisés ici.

V.3.3 Preuve des lemmes

Preuve du lemme 0 :On va montrer qué réalise un isomorphisme entre les groupes
Fa etF, (on prouverait de maniére analogue qu'il réalise un isgrhisme entref,. et
F2).

Pour cela on rappelle que le groupe de Thompspdéfini par les générateuss
et les relationx; = Xj+a—1% pouri < j est isomorphe au groug&, par I'application
WX — Yaj

On peut définir un morphisme surjeclif F, — 4 parx; — Yaj, €t on constate que
I'application¢ 0 8, F5 8, Fa ¢, Fa,, est égale @.

Y étant un isomorphismej) est injective ; par conséquerft,est injectif, et comme
c’est par construction un morphisme surjedigst un isomorphisme.

Par conséquend, : Fa — F4 est a son tour un isomorphisme, et le lemme est prouvé.

Preuve du lemme 1 :Fixonsw dansTE; ; On peut représentey, via ¢ (w), comme un

couple(Fo, F) ol est la forét triviale eF unea?-forét : une forét obtenue par expansion,
en rajoutant dea?-bouquets, a partir de la forét triviale.

On fixe alorsi tel que la forét- n’ait aucune expansion faite sur les racines d’ordre
supérieur ou égal g et j tel que les intervalles correspondant aux feuilleg deient de
longueur supérieure ou égale za#l (on demande donc que tout le$-bouquets de la
forétF proviennent soient obtenus par expansioniggemieres racines, et que toutes les
feuilles soient obtenues en au pluexpansions a partir d’'une racine).

On peut trouvew, produit dez, tel que la forét expansion de correspondant aw,
soit égale a la forét ou I'on accoidois consécutives I'arbre suivant de hautgur
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Il suffit pour cela de prendre powrun produit dezc correspondant aux expansions
nécessaires pour transformer la foFéen cette forét “pleine”, qui correspond a I'appli-
cation

d(20z1- .- Zaj2i 1) --- (2071 . - Zpj2—1) (2071 - - - Z8i-1)),

envoyant chacun de&ia?/ 2 intervalles de longueur /B?1*2, [0,1/a21+2), ..., [Ai —
1/a%2 Ai], sur les intervalles0, 1], ..., [Aia®t2 — 1, Aia?) 2], et les intervallesAi +
I, Ai+1+1] sur[Aia?)*2 1, Aia?*2 4| + 1] pour toutl € N.

Ainsi on a trouvév tel qued((z0z1...Zajz2i_1) --- (2021 .. Zpj2_1) (2021 - . . Z8i-1)) =
¢ (v)d(w) ; mais on a montré avec le lemme 0 gest injective sutf,z, et on en déduit

donc quevw= (2071 ... Zpj2i_1) - - - (2071 . . Zpjm2_1) (2071 - - . Zpi—1).

En appliquant la relatioR® on constate alors quav est dansf;'.

Preuve du lemme 2 :Pour obtenir ce lemme, il suffit de choisir a I'aide du lemme 1
des expansions de;, etw,, viw; etvow,, avec des parametrest j communs : c’est bien
sUr possible pour tout choix deet j suffisamment grands.

Preuve du lemme 3 :On veut montrer que sv € 7, il existevdans¥," tel quevw
soit dansf; .

Remarquons tout d’abord qu’il suffit de prouver ce résytairw de la formeuya,,
avecu € Ta? En effet, si le résultat est vrai dans ce cas particuliesi & est dans
F*, on peut I'écrire sous la forme = upyaj,U2YAi, - - - UnYAi,Un+1, Ui dansfaér (avec
éventuellement; = 1), et alors on trouve successivemeptvy, .. .,V tels queviuyai,,
V2(V1U1YAi, U2)YAiys - - - VVn—1 . . . VAW sont dangaﬁ, et ainsiv= vV_1 .. . V4 convient.

Traitons donc ce cas particulier : swit= uyaj, avecu € Ta;_f.

L'idée de la démonstration est la suivante : on va mukipla gauche) I'élémentyp;
par un produit de/ choisi de maniére a pouvoir regrouper tous les terynes produits
nous permettant, avec les relatid®set R8, de les remplacer par des produits de termes
z
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Pour comprendre ce procédé il peut &tre utile de viseiadiar les foréts les transfor-
mations que I'on applique de maniere formelle aux motg ete.

Une forét correspond a un éIément@Esi et seulement si pour chaque feuille, le che-
min depuis une racine jusqu’a cette feuille est constitua nombre pair da-expansions
(et d’'un nombre quelconque @é-expansions). En effet chaque feuille correspond & une
application affine envoyant I'intervalle correspondartedte feuille sur un intervalle de
longueur 1, et cette longueur peut se calculer a I'aide gparesions réalisées : on part
d’'un intervalle de longueur 1 (la racine), et on divise lagoaur para pour chaque-
expansion (correspondant & wnet para? pour chaque? expansion (correspondant a
un 2); cette longueur est donc une puissance @& i et seulement si le nombre de
a-expansions est pair.

Considérons donc la forét associée a un ayat, u € Taﬁ.

On constate que les feuilles obtenues comme expansionadassAi, Ai+1, ...,

Ai+ A — 1 sont consécutives et en nombre multipleAleya; a Aa feuilles, et chaque
expansion éventuelle (par desbouquets, correspondant & des termgsjoutea’ — 1 =
2(a—1)Afeuilles qui sont des expansions de I'une AeacinesAi, Ai+1, ..., Ai+A—1).

On peut par conséquent subdiviseranhacune de ces feuilles (cela correspond a
la multiplication par des termeg ; la forét ainsi obtenue correspond bien a un élément
de F,; : chaque feuille est obtenue depuis une racine par 0 ou 2\8siodis ena et un
nombre quelconques de subdivisionagn

Avec a = 3, prenons I'exempl& = zpz3Zgy> ; Si on prendv = y10y12Y14Y16Y18Y20y22
on peut décrire la transformation associée sur lesgorét

NN NN
NN N AN

%\'mM

Toute l'idée de la démonstration se trouve ci-dessuss tan sdr, nous allons devoir
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remplacer ces raisonnements sur les expansions de forets lengueurs d’intervalles
représentés par des feuilles par un raisonnement plasefodans le cadre du groupe
Haar1, aVeC les mots ey etz et les relationgR).

Soit dond e Netu e Taﬁ, que I'on écritu =z, ...z, avecap < a1 < ... < .

Siag < Al, ZagYai = Ya(i+2a-2)Za: €L €N répétant cette opération on peut se ramener
a prouver le résultat powy > Ai, donc supposer que= 0 (I'ensemble des relations est
invariant par la translation d& sur les indices).

Ainsi, on étudiew =z, ... ZgYo, a0 < a1 < ... < &.
Siap > Aa, W= Y0Zy _A(a_1) - - - Zay—A(a—1) €t la relation(R®) donne
(YoYa.- - -yA(a—l))W = (2071 -ZA—1>(Za| “A@a-1) - Zag-A(a-1))s

qui est dansfa2 , €t le résultat est donc prouvé awee yoya. - . Yaa—1)-

Dans le cas contrair@n peut ecrirew = (zy, ... Za,,, ;) (Zan - - - Zay) Yo, avecag < Aa,
ap<3A(a—1)+A ..,an<Al@—1)(2m+1)+A et soitm=1, soitamy1 > A(a—
1)(2m+3) +A.

On prend alors = YoYay2a - - - Ya(a—1+2(m+1)(a—1)) (Produit dek=a+2(m+1)(a—1)
termes), et commA(a— 1+2(m+1)(a—1))+A=A(a—1)(2m+3)+A<am:1,0na
parR* vw = (Za+A@=1)k - - - Zams1+AGa—1)k)V(Zag, - - - Zag ) YO-

Ecrivonsany = Au+)\, 0<A<AO0<p<(a—1)(2m+1);0na

Vza, = (Yo- - - Yau+2a—2)) (YA(r2a—1) - - - YA(a—1+2(m-1)(a—1)) ) ZApeA
= (Yo---Yau-1) (Yau- - - Ya(ur2a—2) ) Zapen (VA1) - - - YA@a—1+2m(a—1)))
= (Yo---Yau-1))(Zapsra- - ZAp+)\a+a—1yAu)(yA (14+1) - - - YA(a—1+2m(a—1)))
( par la relatiorR6)
= (ZaprrarApa—1) - - - Zapnata—1+Aua—1)) (YOYA - - - YA(a—1+2m(a-1)))

et peut conclure par récurrence suguevw est bien de la forme souhaitée : le terme
VZayZay, 4 - - - Zay €St l€ produit d’un produit deparyoya . . - Yaa-1), donc, grace a la rela-
tion R, vw s’exprime uniquement & I'aide des ternzes

Preuve du lemme 4 :Commencons par traiter le cas particuliee= uv—! : soitu, v
dans# *. Grace au lemme 2, il exist¢ etV dans7,;" tels queuwu et Wv sont dansfaz,
et donc avec le lemme 87 et V* tels queu?wYu = vVAWv.

Mais alors,uv—! = (uw) V@ est de la forme/—1v avecu, vV dans¥ .

Si maintenant on prend quelconque dangf, a1, on peut I'eécrire comme un pro-
duit upvy tupvo b ugvpt, chaqueu; ety étant dansF* (up ou v, pouvant valoir 1),
et conclure par une récurrence surEn effet on vient de traiter le cas= 1; on peut
donc I'appliquer éulvl‘1 et écrirew = u’l_l\/ uzvg . unv;1 Le résultat est vrai par hy-
pothése de récurrence pour le nﬁd{uz)vz ...upvyL, que I'on peut donc écrire1s.
Ainsi, w = u; 'r~Isest bien de la forme voulue.

Preuve du lemme 5 :On fixew € 5{;.
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Commencons par étudier la forét associée a I'appdinai(w), c’est a dire la foréF
telle qued (w) s'écrive(Fy, F), Fp étant la forét triviale.

¢(w) est une forét de typa?, c’est a dire une forét construite & partir de la foriate
en rajoutant dea?-bouquets.

On peut regarder une telle forét “niveau par niveau”; panegle poura = 3, w =
7312057202371, €crire

W : [ ) e o

Niveau 1
Niveau 2

Niveau 3

En regardant cette forét associée@v), on peut se convaincre que l'on peut la
construire ainsi : on réalise d’abord toutes les exparsgi@miveau 1, puis toutes celles de
niveaux 2, et ainsi de suite. Mais cette construction cpord a un certain produit "for-
mel” d’expansiong. Comme on sait que le groupg: peut se représenter par générateurs
etrelations< z|zz =7 2_1z(k<I) >, et, grace au lemme 0, qlg et F,. sont iso-
morphes, on a aussi une telle décomposition dgps

Ainsi, il existe une écriture de = w,...wowy correspondant a cette description par
niveau,w; représentant les eléements de nive&ans notre exemple, on prend aingi=
2124, W2 = Z3Z17, W3 = Z31, €t ON peut ecrirev = (z31)(23z17) (2124)).-

On remarque que I'ensemble des points de ruptur¢(@e est la réunion (non dis-
jointe!) de 'ensemble des points de rupture de chawe) ; d’autre part, commé(w)
est dang-,, tous ses points de rupture sont multiplesfdele la formeAa—%).

Il nous suffit donc d’étudier le cas d’un tel eléemewt autrement dit de montrer que
chaquew;, dont tous les points de rupture sont multiplesAdgpeut s’écrire comme un
produit de termes de la fornm; . .. zaj:a_1.

La forét associée a chaqug peut-étre construite ainsi : on fixe un nombre fini d’in-
tervalles[n,n+ 1] et on en réalise une expansion élémentaire ; on obtiest ane forét
sur un seul niveau ou alternent des racines et un nombresfaf-Houquets.

Mais on sait que les deux points de rupture correspondap(ize & una?-bouquet
d’indicek), k etk+ 1, ne sont jamais multiples d¢ sauf le premier point de rupture des
Zaj et le deuxieme point de rupture dBg,a_1.

Par conséquent, si wf-bouquet d’indicedi+r, 0< r < A, intervient dans I'écriture
de la forét, on a nécessairement aussi tousddsouquets d’indicedi, Ai+1, ..., Ai+
A—1, sinon apparaitrait un point de rupture non multiplédde

Ainsi, w; est bien un produit de termegzaj+1- - - Zaj+A—1-

Cela termine la preuve des lemmes; le théoreme A est doimtenant entierement
démontré.
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V.3.4 Haay1 estde pesentation finie
On vient de trouver une présentation infinie, mais relatieet reguliere, dél 4.1 :

Théoreme B
Le groupe H a1 est tkfini par les @rérateurs y;,i € N, 7,k € N, et les relations

(R).

Pour montrer quél, a1 est de présentation finie, il nous suffit donc de réduireecet
présentation< Yo, Ya, - - -,20,21, 22, ... | R > & une présentation finie.

Pour cela on se donne des élemeptya, Yoa, - - -, Yaa-1) €120,21,2,...,Z2_4, €L ON
définit a partir de la, pour £i <a—1etn>1,yai i naa-1) = YoYaiyp " et de méme, pour
a=12...,8-1,n>1,22 1)n.q=24%Z" -

Il est facile de vérifier avec cette définition qu@zkzgl = Z 21 6t yoyAiya1 =
YAi+A(a—1) Pour tousk,i > 1.

On considere alors le groupe défini par les géneratguig, ..., Yaa—1) et 2, z1,
2,...,Zp2_4, etl'ensemble fini de relations :

- R&J pourk <I,l <2a?—1

— R? pouri < j, j<2a-1

- Rlii pourk < Ai,i < 3a—2

— RY pourA(i+1) <k k<a(a+A)

— RPpouri < a

- RI-67A pourO<A<Ai<a

[en toute rigueur ce ne sont pas directement ces relatioad’qu prend, mais les
relations obtenues en remplacant formellement toutesdesrrences dgai,i > a—1 et
2,k > a2 — 1 par leur définition en fonction d@, ya, . .. YAa-1) ©120,21,2,...,Z2 4]

On va montrer que dans ce groupe, qui est par constructiorédemtation finie, toutes
les relationdRk sont vérifiees.

— Rl est vraie :
R&J I'est par hypothése polir< 2a2 — 1.k < .
Fixonsl > 2a2—1 etk < | et SUPPOSONR: , Vraie pour < |, K <A,
Sik<a?—1ona /

Zkzlz;zl = Zk(za22|—a2+12;21>zl:1 (Riz,l—ah—l)
= (%222 ") (23 a2112 ) (%252
= (20227 ) (20%_22112% ") (207,37 (R . R )

= 20(223_21123)% "

= 207 261 (R227|—a2+1)
= i1
Sik>a?:
44 lel = 20(%_g2417 —a2+1z;z_la2+1)261
= 274 261 (R&—a2+17l —a2+1)

= 4ix2-1
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DoncRY, est vérifiée.

— R2est vraie :
Rﬁj I'est par hypothése poyr<?2a-—1,i < j.

Fixonsj > 2a—1,i < j et supposonBZ, vraie pourh < j, K <A.

Sii<a—1lona

YAYAYAL = Yai(Yaaya j—A(a—1) Yaa)Yar

Yo(YAaYaj-Aa—1)Yaa)Yo

<R62l7j—a+1)

(yAiyAay/Ilil) (YAiYAj—A(a-1) y,liil) (YAi{/I;){Xil)
(YoyaaYo ) (YoYaj-a@a-1)Yo ) (Yo¥aaYo D) (R ay1,RCa)

= Yoyaj¥o" (RS j—ar)
= Yaj+A@-1)
Sii>a:
ey~ l . . -1 —1
YaiyajiYai = yO(yAI—A(a—l)ij—A(a—l)yAi_A(a_]_))yO
= yOijyal (Riz—a+17j—a+1>
= YAj+A(@a-1)

DoncR?; est vérifiee.

— R3est vraie :
Rii I'est par hypothése pour 3a— 2,k < Al.

Fixonsi > 3a—1 etk < Ai et supposonﬁiiA vraie pourA < i, K < AA.

Sik<a?—1l1lona

4YAiZ, = Zk(YA(za—l)yAi—A(a—l)y;(lza_l))ZE

YA(4a—3)YAi+A(a—1) y;(14a_3)
= Yai+A(2a-2)

1

Sik>a?:

29n% " = 2% %0)(Z ' YAi20) (7 5 20)%
20(Z_z211YAi-A(2a-2) Z;:_1a2+1)261
= 2oYaiZy

(zoya) (Y 'Yaiya) (Ya'2 ")

Ya(2a-1) Z0¥Ai-Ala-1)%0 Yaiza-1)
yA(Za—l)YAi—i—A(a—l)y;(lZa—l)

= Yai+A(2a-2)

DoncRE. est vérifiee.

— R* est vraie :
R, 'est par hypothése pokr< a(a+A),A(i+1) < k.

(R%a—lj—a—kl)
(RiZa—l’ Ra7i—a+1)

(R87i—2a+2)
(Rg—a2+17i—2a+2))

(R,
(Rg,i—a+1)

Fixonsk > a(a+A),A(i+1) <ket supposoan(1 ) vraie poulh <k, A(K+1) <A.
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Sii<aona
YAZYAL = yAi(zAa+1Zk_1a2+1Z;a1+1>y;i1 . .
= (YaiZaar1Ypi ) (YaiZc a2 1Y )(yAiZ;a+1y;i )
= ZA(2a—1)+1Zk—A(a—1)Z;(Za_1)+1 ( '7Aa+1’F{k—a2+l)
= A1)
Sii>a:
YAZYAE = Yo(Yo YaiYo) (Yo “ZYo) (yg‘ly;ilyo)yizl
= yOyAi—?(a— 1)4-A@a-1)Yai_Aa-1)Y0 ( Rg,k—A(a— 1)
= YoZYo (R4—a+17k—A(a—1))

= (YoZa(a-1)) (ZX(la_ 1) &A1) (ZZ(la_ 1Yo 0

= Yola(a-1)&-—a2+ 12;(1,31_ 1) Yo

= Z2 1Yoz a211Y0 )25 4 <R37A(a—1) )
= Zg2 14 A(a-1) 2;21_1 (Ré,k—a2+1)
= 44Aa-1)

DoncR, est vérifiee.

— R® est vraie :
R5 I'est par hypothese pour< a.
Fixonsi > a et supposonRi’ vraie pouri < i.
Alors

Zni--Zagen-1 = (YoZaia@a-1)Yo D) - (YoZair1)-1-A@-1)Yo )
"1
Yo(Zai-A@a-1) - - - Zai+1)-1-A@-1))Yo
Yo(Yai—a(a-1) - - YA(+a-1)-Aa-1))Yo -~ (R as1)
YAIYAG+1) - - - YA(i+a-1)

DoncR® est vérifiee.

— RO est vraie :
Soit0< A <A.
R,-&)‘ est vérifiee par hypothese pdu« a.
Fixonsi > a et supposon@iﬁA vraie pour tout <.
Alors

YA Yair2a-2)Zaiin = Yo(YA(—a+1)---YA(+a—1)ZAiA—Aa—1)Yo |
_ 1
= Yo(Za(i—at+1)+ra- - - ZA(—a+1)+rata—1YA(i—at+1))Yo
= Zpi+ra- - - ZAi+hara—1YAi

Donc RI-GJ‘ est vérifiee.

Ainsi, la présentation infinie que I'on a trouvée au chapirécédent se ramene a une
présentation finie, et donc on a demontré le

Théoreme B (cas gnréral) Ha a1 1 est de pesentation finie.
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La démonstration ci-dessus donne une présentation firie@our générateuys, ya,
o YAGa—1) €t 20,21,...,Z2 1 SOIta+ a? générateurs. On peut aussi calculer le nombre
de relations nécessaires : on a ainsi uti(2& — 1)(2a?) /2 relationsR!, (2a— 1)(2a)/2
relationsR?, A(3a— 2)(3a— 1)/2 relationsR3, A(a+1)(a+2)/2 relationsR*, a+ 1 re-
lationsR® et A(a+ 1) relationsR®, soit au total4a’+ 5a° + 5a° + a+5) /2 relations.

On peut compléter en montrant (grac®3 que lesza; se déduisent deg,; et des
z, pour k non-multiples deA, ce qui nous permet d’écrire une présentation finie avec
pour générateurs leg, Ya, --., Yaa—1) etlesz, 0 < k< a2, k non multiple deA, soit
a+ (a® —2a+1) = a>—a+ 1 générateurs.

V.3.5 Existence d’'une forme semi-normale

La démonstration de la présentationtdgs;1 se fait par une étude directe des rela-
tions, contrairement a la premiere demonstration, decasa = 3, ou 'on commencait
par prouver une sorte de forme normale. Mais ici aussi, ohgsaérer prouver un résultat
analogue :

Probleme :
Tout élement de#; o1 a une écriture de la forme :

—0Oo,—01_—-02 —OA-1 —0Ai,—0Ai+1 —OAi+A-1
Yo °2Z0 2 %207 ) o (Yai VZain - Zaialy ) -
*

BRI (B AN,

avec tous lesi et Bk positifs ou nuls, et nuls a partir d’'un certain rang,

V.4 Présentations de

V.4.1 Fr estde piesentation finie

FixonsI" de genre 0. Si=v(I), on a déja vérifié quer est isomorphe &on—3 2n—2.
Mais celui-ci est un sous-groupe d’indice 2 He,—32n—2, qui est de présentation
finie. Par conséquent,

Proposition 29 Sil” est de genre 0,fest de pesentation finie

V.4.2 Présentations explicites dét

Pour calculer des présentations explicites=glg 1 a partir de celles del 411 0N va
utiliser le theoreme de Reidemeister-Schreier, dérégrdar exemple dans [11].

Un cas patrticulier de ce théoreme, pour un sous-groupelide 2 qui est le cas qui
nous intéresse, est la suivante :

Proposition 30 (Reidemeister-Schreier)

Soit G un groupe de @isentation< x € X|r € R >.

On se donne H un sous-groupe de G d’indice 2¢etity élement de G tel que &
HUyoH.
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On pose k= {0,1}, Hy = H et Hy = yoH, Ho = 1, H1 = Yo, et on c&finit, pour ic | et
x € X, 6 x = Hix(Hix)~L.
On cefinit aussi pourx X,icl,ec {+1,-1} etwe G:

=1

X = Bi x
~L\H . yHix -1
() = ()

(wHi = wHi(xe)Hiw,
Enfin® est 'ensemblg6; x|6; x = 1 dans G.

Alors le groupe H a la pesentation

<Bix(iclxeX)orMiiclrer) >

Dans notre cas on preftl = Fa a1, X = {Yai, Z, i,k € N} et les relation® données
précédemment.

Alors

Y

o X Si Xe Fa7a_|_1
Yox=1 xy5? sinon

et

_ ) YoXYo 1 sixe Faat1
Yix = . .
’ yoX  sinon

On poSeZk = Yoz, Zx = Y120 YAi = Yiyas Yai = Yoyu-

Vus comme éléments du groupR a;1, Zx = %, Z; = yozkyal, Yai = YoYai €t Y, =
YaiYp

On aB; x = 1 dansH, a+1 Si et seulement si= 0, x = yp, donc® = {Y(}.

Ainsi,

Proposition 31 F, 541 admet la pésentation :

Gérérateurs :
Yai, Yai pour i€ N

Zy,Zy pour ke N

Relations :
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k<l: (RE)) Lz = Zyqg2 1%
(R{<1I) ZI/<ZI/ = Z|/+a2_1Z|’(

i<j: (R|'272j> YaiYa; = Yajta-1Ya
(Ri,, j) YaYaj = YA(j+a—1)YAi

k<Ai: (RS ZYa = Yaiiea %

(RS ZYA = Yai+2a-2)Z

Ali+1) <k: (RY)  YaZe = Zaaa-nYa
(RY  YaZ = Zi pn o)Ya

Vi (R°) ZAiZait1- - - Zpiv1)-1
= YaiYai+1) - Yaia 1) YA
(R®) ZpiZpiv1- - Zagisn)-1

= YaiYaii11) - YAi+a-1) YA

vi,0<h<a: (R YiYaisy)-- Ya(i+2a-3) YA+ 2a-2)ZAi4n
= ZpirraZairrarl- - - Zairrara—1Yaj

(R®M) Yai¥aii1) - - Yagi+2a-3) YA(+2a-2) ZAi+h

- Z,/B\i+)\az,l°\i+)\a+1 . ‘Z/AiJr)\aJra—lY'“\i

De maniere analogue, a partir des présentations finiét de;, on montre aussi :

Proposition 32 F, 51 admet une psentation finie de@rérateurs ¥, Ya, .. ., Ya(a—1) €t
Zx, 0 < k < @, k non multiple de A

Démonstration:

On sait queHa a1 admet une présentation finie avec pour génératgiing, ..., Yaa-1) et lesz,
0 < k < @2, k non multiple deA-

Donc par le théoréme de Reidemeister-Schrétgg, 1 admet une présentation finie avec générateurs
Yo, Ya, - Ya@a-1): Yo, Yas -+ Yaq gy €12k, Z4, 0< k< a2, k non multiple deA-

Mais en utilisantyg=1, R* nous donnérs; = Yaj+a-1)Yp * poUr toutj > 1, etR® nous donnez;, =
Ya(i+2a-2)ZkYa; " pour toutk.



Chapitre VI

Le groupe Tr

VI.1 Rappel des cfinitions

On rappelle la définition du group :

Définition 9 Tr est le sous-groupe de PPSE) constitle desélements qui, sur chacun
des intervalles entre les points de rupturejradent avec ulement dd .

C’est donc la méme définition que pour le grolipesans la condition de fixer l'infini.
Le cercleS! est vu comme I'espad®, 1] ou I'on identifie 0 et 1. Dans ce cadre affine,

on a défini de maniere analogue le groﬂé%fl :

Définition 10 Ti%}jl est le groupe des haromorphismes de'Saffines par morceaux,
avec des points de rupture sxg_vlrlZ[l/a] et des pentes puissances de a, de la forme
a'x+ a—%, p,q € Z, sur chaque intervallewils sont affines,

et on a la propriété de conjugaison :

Proposition 33 Sil" est de genre 0,rTest conjugéa Tz[r?_”3 on_2+ OU N césigne le nombre
de cusps deél/T.

0,1]

ar1 €t Fa

Dans tout ce qui suit, on abred; aarl

enTaa+1 €tFa a1 respectivement.

VI.2 Propri étes de transitivite

Si | est un intervalle d&®, de maniére analogue au das- [0,1], F; ., est défini
comme le groupe des homéomorphismed défines par morceaux, avec des points de
rupture sura%Z[l/a] et de la formex— a"x-+ J; sur chaque intervalle ot ils sont affines ;
on définit auss@; = Z[1/a| Nl.

On va ici chercher a décrire 'action @, ; surQ.

On commence bien sdr par remarquer que :

Proposition 34 Q, est stable par £,

79
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Démonstration: NP
Par définitionl est stable paF, ., , et siw=u/a’ € Q, f(w) estde la formay + & = =577+
qui est bien danZ[1/a]. Doncf(w) € Q;. A

Soient maintenart,a’ € Z[1/a] avec 0< a < o’.
Alors il existek € N tel queak(a—1)a > o’ —a. Posongd = o + %I—“ ;a<pB<a

a0—B _ — aa—B
et =a+ (;_1)0‘&,(, donca < T < d’.
Soient
t sit < ag‘__f
fit)=1{ at-a)+B siZP<t<a
t+B—a sit >a
et
t sit<a
folt) =< at—PB)+a’ sia<t<p
t+a' —pB sit > .

Alors f; et f; sont dan§§a+1, eton afy1(0) =0, fi(a) =B et f2(0) =0, fo(B) =d’;
par conséquentt = fyo f1 € FfaH est telle quef (0) =0, f(a) = o’.

Sia > o/, on prend l'inverse de la fonctioh correspondant a’ < a, ce qui nous
donne aussi bien une fonction E§a+1 telle quef(0) =0, f(a) = a’. Et bien entendu si

o =a’, f =Idr convient.

Soient maintenant, v,u’,v dansZ[1/a] tels queu < v, ' < V. Commev—u > 0 et
vV —Uu > 0, par ce qui précede il exisfec F§a+1 telle quef(0) =0, f(v—u) =V —U. Si
on définitgy vy v pargyyu v (t) = U + f(t —u), alorsgy vy v € Ff‘a 1 €t0uyu v (U) =1,
Qu,vu' v (V> =V.

On peut maintenant prouver :

Proposition 35 Pour tout | > 1, F! ., agit I-transitivement suf;.

Démonstration:
Soientu; < up < ... < Uy etu; < U, <...<u dansQ.
D’apres ce qui précedé,définie sul par :

gO7u1707u/1 (t) sit<u

Oug,up, Uy (t) siug <t<u
flty=¢ ...
gu|,1,u|,u|’7l,u|’ (t) siu_1<t<uy
Gy 1.2 (t) siy <t

estun élement d&! ., qui envoieu; suru/ pour tout 1< i <, d'oll le résultatl

On peut au passage noter qua,sic Z[1/a], u <V, go,1,uv CONjugue les deux groupes

Fé”é‘ﬁl etFaar1, € 0N a donc prouve le résultat :
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Proposition 36 Pour tout intervalle | d’extemies dansZ[1/a], F, ,,, est isomorphe
I:a,a+1-

On peut montrer pour les group@sun résultat analogue de transitivité ; on nfxe
l'image dansS' deZ[1/a] :

Proposition 37 Pour tout n> 1, T, 11 agit transitivement sur les partiésn élements de
Q.

Démonstration:

— Siue Q/, 1y la translation pan, Ty(X) = X+ u est un élement d& a1 qui envoie 0 suL. Tyy =
Ty o T, * envoieu surv, ce qui prouve le résultat poar= 1.

— Soienty < ax <...<ap<ag ethy < by <... < b, < by dansQ’ (on fixe des représentants dahs
de ces points qui sont contenus dans un intervalle de lomd)eu
Alors par la proposition 35, il existe € Fa a1 telle quef envoieap —ag surby — by, ..., an—ag sur
bn — b.
Mais alors;tp, o f o Ta le Taa+1 €NVOieay surby, ..., a, surby.

Cela prouve le résultat detransmwtel

V1.3 T estde type fini

On démontrera de maniere indépendanteTjuest de présentation finie, mais on peut
facilement prouver quér est de type fini, en utilisant une fois de plus 'isomorphisme

[0,1]
avecTy g

En effet, soitp la translation de Aasur[0,1] : ¢ = Ty/a- Sia € Z[1/a]N]0,1], il existe

fq dansF[aj1 telle quefy(1/a) = a. Soit alorsgy = fq o ¢. Alors gy €< ¢, F, aoaﬂl >C

(0,1]
Taart

Si malntenant on se donrfec T.

etgq(0) =a.

[%-131’ gf( 0o f(0)=0 doncg‘(l) of € F[ajl Ainsi,

fe<d,F a+1>

On a donc montré qué et F aoa}r]l engendrent, [a+]1 Mais commeFeE anl est de type
fini, on a prouvé que, ;ajl est de type fini.
Ainsi, Tiéjl et Tr étant isomorphes,

Proposition 38 Tr est de type fini.

V1.4 Calculs de stabilisateurs

Dans cette partie nous étudions certains stabilisateufaction deT, 5.1 surQ’, ce
qui nous sera utile pour montrer qliga,1 est de présentation finie.

Si Z/nZ agit sur un group&s, on rappelle que le produit semi-direBtx Z/nZ est
'ensemble des coupldg,u),g € G,u € Z/nZ avec le produitg, u)(h,v) = (gu.h,u+v).
G est un sous-groupe d’indice fini @x Z/nZ, doncG et G x Z /nZ sont simultanément
de présentation finie ou non.
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— Soit Stal le sous-groupe d&; a1 formé des éléements qui laissent figes Q'.

L'application Fa a1 — Staly qui a f associetg o f orgl est un isomorphisme, et
donc
StaQ ~ Fa7a+]_.

En particulier, Stap est de présentation finie.

Soit Staf g le sous-groupe d&; a1 formé des élements qui laissent fixeset

B € Q. Par la conjugaison pag, on peut supposer que= 0.
Considérons alors I’applicatioﬁfﬁl X ngi]l — Staly g qui envoie(fy, f2) sur
I'application qui ax associefy(x) sur[0,B] et f2(x) sur[B,1]. C'est clairement un

isomorphisme, et comn@%@l o~ Fiiﬂl ~ Faat+1, ON & prouvé que

StthB ~ Fa7a+1 X Fa7a+1 = Faz7a+1-

En particulier, Stapg est de présentation finie.

Soit Staf g , le sous-groupe d&, 5,1 formé des éléments qui laissent fixed et

y € Q'. Par la conjugaison pag, on peut supposer que= 0.
Considérons alors I’applicatioliiffeﬁ]1 X Fiifl X Fgéﬂl — Staly g . Elle envoie
(f1, f2, f3) sur I'application qui & associef1(x) sur[0,B], f2(x) sur[B,y] et f3(X)
surly, 1]. C'est clairement un isomorphisme, et comjs Eﬂl ~ Féi{ﬂl ~ Fgéﬂl ~
Faat1, ON @ prouvé que

3
Stat&&y = Fa7a+1 X Fa7a+1 X Fa7a+1 = Fa7a+1-

En particulier, Stapg , est de présentation finie.

Soit Staly gy le sous-groupe d&, a1 formé des elements qui laissent fixe globa-
lement{a, B}, a,B distincts dan€)’. En conjuguant pary, on peut supposer que
a=0.

Soity danngfa+l qui envoie 0 suf et sur 1 ;P permet de définir une action de

z/22 surFob x PR, para(f,g) = (f.g) et 1(f,9) = (¢~ 1g, yy ).
Si

0,8 B,1
FeE,ajl X FaE,a+]1 - Stab{oﬁ}

f sur[0,B]
(f.9) '_> {gsur[B,l]

on définitB de(Fg)eﬁ]l X Fii{fl) x 7./ 27 dans Staly g, par((f,g),0) — A(f,g) et
((f,9),1) — A(gw, fw~1). Alors B est un morphisme injectif.

Fixons un élemens dans Staly ;. Si il fixe 0 etp, s= B((s0,g),S(p,1),0)- Sil
échange 0 B, si W désigne I'element valanp sur [0,B] et =1 sur[B,1], ¥ =
B((ld,Id),1), etWosfixe O et donc a un antécédent par. s est donc bien dans
I'image deB. Ainsi, B est surjectif B est un isomorphisme, et on a donc:

StaQa,B} ~ (Faat1 X Faar1 X Z/27 ~ F£a+1 X 7/27.

En particulier, Staly gy est de présentation finie.
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— Soit Stalyq gy le sous-groupe d& a1 formé des éléments qui laissent fixe globa-
lement{a, B,y}, a,B,ydistincts dan€’.
Si on se donné dansT, 441 qui envoie{a,B,y} sur{0,1/3,2/3} (¢ existe par la
proposition 37)$ conjugue Stal, g1 et Stalg 1/32/3y ; il suffit donc d’étudier ce
dernier groupe.
On définit une action d&/3Z surfF%Y3 Fgﬁf/s] X F[2/3’11} par

aa+l a,a+
0.(f,g,h) = (f,g,h)
1.(f,g,h) = (1_530h0Ty/3,T1/30foT 1/3,T1/30090T_1/3)
2.(f,g,h) = (1_1/30090Ty/3,T_1/30h0Ty/3,Tp/30 foT_5/3)
(Ta désigne la translation dedansFy, . 1).
Si A est donnée par
0,1/3 1/3,2/3 2/3,1
Fa£7a+/1] X Fia(ﬂ/ ) Fa£7a/+1] —  Staoi/32/3)
A f sur[0,1/3]
' (f.g9,h) — { gsur(1/3,2/3]
hsur[2/3,1],
on définit un morphismB de(Fi?éi/f} X F;i/ff/s] X ngi/f’ll]) x 7./ 3Z dans Staky g,

par

((f,g,h).0) A(f.g,h)
((f7g7h)71) = A(90T1/3,h0T1/3,fOT_2/3)
((f7g7h)72) = A(hOTz/s,fOT_1/3,gOT_1/3>.

Alors B est clairement injectif.

Fixons un élemerdg dans Staly 1/32/3; -

Sisfixe 0, 1/3 et 2/3s= B((S\[OJ/?»]’S\[1/372/3]751[2/371}%0)'

Dans le cas contraire : aucun des trois points 0, 1/3 et 2& fi)ee, car si (par
exemple) O est fixesest dan$, a1 1, etil n'y a aucun élement d& 1 qui échange
deux points. Par conséquespermute circulairement les trois points.

Soit¥ =B((ld,1d,Id),1); W envoie 0 sur 1/3, 1/3 sur 2/3 et 2/3 sur 0.

Alors WosouW-losfixe 0, 1/3 et 2/3, donc a un antécédent Bade méme que
W par construction s est donc bien dans I'image @ Ainsi, B est surjectif B est
un isomorphisme, et on a donc :

Stalpyy =~ (Faar1 X Faar1 X Faar1) X Z/3Z = Flp, 1 0 Z/3Z.
En particulier, Staly g1 est de présentation finie.

— On montrerait de méme, mais cela ne nous sera pas utilggayweoutn et toute
partieX, deQ’ de cardinah,

Staly, ~ Fja,1 X Z/1Z,

et donc que Stah) est de présentation finie.
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VI.5 Ty est de presentation finie

On utilise un résultat déja utilisé par K.Brown ([4]]]&t T.Tsuboi ([27]) dans leur
etude des groupes de Thompson :

Proposition 39 Soit X est un 2-complexe simplicial simplement connexe sur ldgue
groupe T agit sans inversion. Si=XX/T est fini et que les groupes d’isotropie as&sci
aux sommets, &tes et triangles sont degsentation finie, T est degsentation finie.

On va ici considérer d'abord le 2-complexe simplidfadles triangles a sommets dans
Q'. Q' etant infini,Y est simplement connexe. Mais I'action 0ga,1 est avec inversion :
pour éviter cela on considére I'action sur la subdivisianycentriqueX deY : X est un
2-complexe simplicial simplement connexe sur lequel leiged, 11 agit sans inversion.

X = X/Ta a+1 est fini : comme l'action dd, 541 est transitive sur les ensembles a 1,
2 et 3 éléements d&’, X comporte trois sommetgp orbite des sommets dé p; orbite
des milieux de deux somme¥set p, orbite des milieux des triangles ¥e

X a trois types d’aréteqop1, p1p2 et pop2, et deux types de triangle§opip2) et
(PoP2p1). _

Si on se donne un simplexe e son groupe d’isotropie ne dépend que de I'image du
simplexe dan¥, et on a grace aux résultats de la partie précédente :

Staly po) ~ Faat1
Stal{p1) ~ F2,. 1 X Z/2Z
Stalfpz) ~ faﬂ X 7/ 3L

Stal{ pop1) ~ a2 a+1

Stat{popy) =~ F3 arl

Stakl{p1p2) ~ ;f’ a1
Stald(pop1p2)) =~ ;f’ arl
Stal:((popz pl)) aa+1

Tous ces stabilisateurs étant de présentation finie, ocoanlut queT, 241 est de
présentation finie, et par conséquent :

Proposition 40 Tr est de pesentation finie.

VI.6 Le groupe Vi

En s’inspirant de la construction classique des groupeshdenpsonF, T etV, on
cherche a prolonger la définition de ces grougest Tr a des groupes de type

Reprenons les définitions di¢ et Tr : avec 1ll.1.4, on voit que I'on peut représenter
un élement dé+ par un couple d’arbres ayant le méme marquage de leursefs udt
un élément ddr par un triplet(T;, T2,0) ou 0 est une permutation cyclique &g fZ - f
etant le nombre de feuilles des arbilgset T- tels que les marquages des feuillesTde
correspondent aux marquages de I'imageqeées feuilles dd7.

Avec ces notations, on peut défikfr comme groupe de triplet3;, T>,0) ouo est une
permutation quelconque, et non plus cyclique. Alors la diéstration ci-dessus du fait
gueTr est de présentation finie se généralise, et le grdfsst lui-aussi de présentation
finie.



Chapitre VI

Quelgues compkments

On rappelle que le grouge est isomorphe au groupe affine par morceaux groupe
Faatr1 aveca= 2n— 3, n étant le nombre de cusps He'T. On utilisera dans ce qui suit,
selon les cas, le groug a1 ou directement le grougdg:-.

Dans ce chapitre sont reunis quelques résultats congpiéaines sur les groupé€s.

On commence par montrer que le centrd-dest trivial, quelFr, Fr| est simple.

On s’intéresse ensuite a I'abélianisé du grobpeapres I'avoir décrit par un systeme
de générateurs et relations, on le calcule explicitenpenir les premieres valeurs du
nombre de cusps.

SiT est un sous-groupe @SLy(Z) quelconque, une application définie &yret liee
a ces questions d’abélianisation, suggere une pisteggouver directement le résultat de
Peter Greenberg : en genre strictement positify’est pas de présentation finie.

VII.1 Centre de F

Le centre dé+ (ensemble des éléments commutant avec tous les autrésiesmine
comme pour les groupes classiqlgs

Proposition 41 Le centre de Fest trivial.

Il suffit de montrer le résultat pou, 511, & impair.
Soit f dans le centre dEs a11, etx dansZ[1/a]. On définitg € Fa a1 par

t sur[0,X]
git)={ a%t+(1—a?x sur[x,x+1]
t+(a®—1)  sur[x+1,-+ol.

L'ensemble des points invariants pest[0, x| ; commef etgcommutent, on &(x) =
f(g(x)) =g(f(x)), doncf(x) est un point invariant pag, et doncf(x) < x.

f~1 étant aussi dans le centre geg et f ~1 commutent et on montre de méme que
f~1(x) < x, donex < f(x).

Ainsi, f(x) = X pour toutx € Z[1/a]. Mais, Z[1/a] étant dense dar§, 4], on en
déduit quef = Idg [, d'oU le résultat.

85



86 CHAPITRE VII. QUELQUES COMPEMENTS

VI.2 F! estsimple

On veut montrer que le groupe dérig = [Fr,Fr] formé des commutateurs dfe,
{[f,g] = fgf1g~1|f,ge Fr}, est simple.

VII.2.1 Le groupe Baa+1

On rappelle qu'il existea impair tel queF- est isomorphe &Y - il suffit donc de

aarl’
01 [0

montrer que{Fi ar1 Faara €stsimple.

Faat1 désigne ici toujourEi%ﬂl, etQ, Qo y-
Le sous-groupe dE, 11 constitué des applications coincidant avec l'idersiiévoi-
sinage de O et 1 sera nd#g a+1.

On a le résultat :

Proposition 42 Pour tout | > 1, By a11 agit I-transitivement suf.

Démonstration:

On reprend les notations de la démonstration de la propn$b.

Sil'on prendug,v € Q tels que 0< Up < ug, 0 < up < Uj et1>v>u;, 1> Vv>u, onagoy,ou = !d,
gvivi = Id, et la fonctionf associée aux deux+ 2-uplets(ug,us, ..., ur,V) et (up,uj,...,u/,v) est un
élement deB, 51 qui envoieu; suru; pour tout 1< i <1, d’ou le résultat pouBs 5.1.1

Un résultat de G.Higman [17] affirme :

Proposition 43 Si Q est un ensemble totalement ordénet B un groupe ordorinde
permutations borées deQ, 2-transitif, alors[B, B] est un groupe simple déffent de{1}.

Une conséquence de ce qui précede et de ce théoremmnesiueB, 41 1,Baa+1] €st
simple.

VI.2.2  Simplicité deF .,

Il nous suffit maintenant de montrer qifg a+1,Faat+1] = [Baa+1,Baat1)-

Commencons par définir une application Fa a1 — Baat1. Soient 0< g1 < 01 <
0y < &2 < 1 dansZ[1/al.

Alors il existed Ffaﬂ telle qued (0) = €1, ¢ est I'identité sufaq,az] etdp(1l) = €.

Si on définit, pourf € Fa a1, m(f) dansBa at1 par

X sio<x<g
m(f)(x) =4 (dfo1)(x) sieg<x<e
X Sigp <x<1,

onam(fog) =m(f)om(g) pour toutesf,g € Fa a1, €tmest un morphisme de groupes.
De plus

Proposition 44 Si f =Id sur[0,a1] U[a2,1], onan{f) = f.
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Démonstration:
— Six<egoux>eg, m(f)(x) =x=f(x).
— Sigg <x<agougy>x>dy, ¢7(x) € [0,a1]U[0z,1] doncf(d1(x) = d1(x) etm(f)(x) =
00 (x) = x= F(x).
— Sia; <x<dp, ¢ 1(x) =xetay < f(x) < ap, donem(f)(x) = f(x),
d’ou le résultati

Maintenant, donnons nousg € Fa a11. Alors il existea; eta, dansZ[1/a) tels que
[f,g] estl'identité suf0,a4] U a2, 1].

On fixeg; etey dansZ[1/a] tels que 0< €1 < 01 < a3 < €7 et on définit lem corres-
pondant.

Alors, par la proposition précédente,

m([f,q]) = [f.d],

et, m étant un morphisme de groupes,

m([f,g]) =

= [m(f),m(g)],

etdonc[f,g] € [Baat1,Baari] : ONn @ montré quéFaayi, Faari] = [Baar1,Baari).
Finalement on a bien prouvé :

Proposition 45 [Fr, Fr] est un groupe simple.

VII.3 Ab élianisation deF-

On rappelle qué\ = %1 ;onposeb=A(a—1)=(a®—1)/2.
On va ici définir une applicatior deFa a1 dansZAz, et prouver pour les premieres
valeurs dea qu’elle permet de déterminer I'abélianiséflgy1, F22. ;.

VII.3.1 Lapplication 4

Z agit surZ/bZ parn.[u] = [@"u], [u] désignant |a classe dargbZ de I'élémentu de
Z. On notel 'ensemble des orbites pour cette action.

Pourx ety dansZ on noterax = y(l) pour dire que les éléments et [y] de Z/bZ
sont dans la méme orbite sous I'actionZig.e représentent le méme élément de

Commela?] = [1], l'orbite d’'un [u] € Z/bZ est de cardinal 1 ou 2, et elle est de cardinal
1 si et seulement $au] = [u], i.e b|(a— 1)u, soit encorgu] = [0], [A], .. .[A(a—2)].
Ainsi
cardl) = (b—(a—-1))/2+(a—1)
= (b+(a—-1))/2
= (Ala—-1)+(a—1))/2
= (A+1)(a—1)/2
= (A+1)(A-1)
= AZ—1
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Sion note, poure |, G = {a—% |p#0etp=i(l)}, chaqueC; est bien définie et est
stable pafFa at1.
En effet, soitf € Faay1 €tX= % € C;. Alors il existen, p,qtels que

f(x) = a%+bp/al
aut+bpa’ >
- avta
et modulol, a™9u+bpa’ = a"%u = u(l). Ainsi, f(x) € Ci. De mémef ~1(x) € G;, d’oll
le résultat.
On définit, pouti € 1, aj : Faat1 — Z par

ai(f) = %(Ina fg(x) —Ina fg(x))

(fjet fé désignent les dérivées a droite et a gauché de nombre de points de rupture
de f étant fini cette expression est bien définie).
Alors

Gi(fog) = Sxeq[Na(f 0g)g(x) ~INa(f 0g)g(x)]
= YxegINa(fg(9(x))gy(x)) — |na(fé(g(><)) Gg(X))]
= Yxeg [INa fg(9(x)) —Ina fg(9(x)) +INagy(X) —Inagy(x)]
= Zyeg y[Ina f4(y) —Ina f ()] ai(9)
= (f)+0(g>

On définit aussBo(f) = Ina f4(0) et, pourf € Faat1, de la formef (x) = x+ (a>—1)n
a l'infini, on poseB«(f) = n. Bo et B sont aussi des morphismeskg, 1 dansZ
De plus, si bkf) désigne I'ensemble des points de rupturef de

Yieq, Ai(f) = Yxejoto(INa fg(X) —Ina fy(x))
= 3 xebk(f)xzo(INa f§(X) —Ina f§(x))
= —Bo(f).
On peut énumérdr= {i1,iz,...,ia2_1} et définir

Foar1s — Z~
f = (@i (F),e iy L Be(F)):

A passe au quotient en un morphisﬁl}eF,,j‘gprl Vil

A

VII.3.2 Une description deF a+1

On considere les relations définiss&gt 1, vues danst;,,j‘f.?prl

R? S'écritYaiYa; = YA\Ya(jra—1) = YaiYa Aji2a-2)" donc en particulier pour toyt> 1,
YAJ = Y’(H261 2 €t de mémea;j = Ya(j12a—2)-

La relationR3 donne alors

Zx =7, Vk € N.

ParR* on a, pourk > A, Zx = Z; aa—1)- CommeR! donnaitZy = Zy, 5pa—1) PoUr

k> 1, on afinalement
k> 1,2 = Zk+A(a—1)-
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Y} = 1, donc pour touj > 1,

Yaj = YA(j+a—1)Y0
YA = YagrapYo

Sionfixei > 1etj>i, YaYaj = YA(Ha—l)YAi = YA(j+2(a_1))YO‘1YAi, d’ou pour tout
i>1:
Y4 = Yy HYai,et:
Yai = Ya(i+a-1)-
Avec ce qui précéde, la relatid®? devient alors, pour toute N :

(a+1)/2Y,62\iYA

ZpiZaiv1---Zaivy-1=Yo (i+1) - -YA/\(i+a—1)7

etR® devient :

_ —(a-1
ZaaZaina- - Zainarar = YaienYair2) - Yairea2)Yo @
— Y2 Y2 Y2 Y—(a—l)
A(i+1) "A(i+2) " 'A(li+a—1) 0 )
Si on poséY, = YO_(a_l)/ZYA(iH) .--Ya(i+a—1):0n Obtient alors les relations :
RS ZAZAi1--- Zpivn) -1 = Yo YAV, S
O<A<aR: Z.b ZaaZainart---Zaisnara1r = Y-

Finalement :

Proposition 46 Faf‘g+1 est le groupe ablien de @rérateurs ¥ et %, i,k € N, avec les
relations

k>0: ri 2 =L pa-1)
i>0: r? Yai = Ya(i+a-1) 5
ieN: 12 ZniZaiia- - Zais1)-1= Yo YEY

: Y R | _
teN,0<A<a: ry; Zy,ZainraZaiinatl---Zaivrata—1 =i -

(avecY, = Yo_(a_l)/ 2YA(i+1) - Yaita-1))

VII.3.3 Calcul de F%

La proposition 46 montre quég?}g est engendré paf, Yo, Y4, Zo, Z1, Z2, Z3, Z4. On
peut préciser ce résultat :

Lemme: F22 est engendré par les 4 elemevsYs, Ya, Zs.
Démonstration: N
SoitG le groupe engendré p3, Y2, Ys €tZ;. r> montre que touty est danss. rg, donnez; Z; = Yo,

doncZ; € G. r§ etr} donnentZoZ; etZ,Zs € G, doncZp et Zz sont danss. ry; donneZsZy, doncZs € G.
En utilisantr! on voit alors que chaqu& est danss, et donc ques = F;Q, d'ou le résultatll
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Ecrivonsl = {[0],[1] = [3],[2]}.
On vérifie alors(pour effectuer les calculs on peut remarque chaque; peut se
définir surHa a+1)

AYo) =  A(Y3)
— (0,0,-2,1)
A(Y2) = A(Yoyz)
— (~1,0,0,1)
A(Ya) = A(Yoya)
— (1,0,-2,1)
A(Z1) =  A(z)
= (0727_271>7

et ces élements engendrent un sous-group&dsomorphe &4,

Ainsi 4 est une application surjective d’un groupe (abélien)atigugénérateurs dans
Z* : elle est injective.

Onadonc:

Proposition 47 F23 ~ 74, et B , = [Fa.4, Fa 4] = ker(4).

On peut, par des calculs analogues, prouver que I'ab&éatéHs 4 est ausszZ®. Plus
généralement, V.Guba et M.Sapir nous ont communiquiésqeuvent montrer quiels 4
est un groupe de diagrammes ayant 'hnomologie, en touterdiioe, deF,.

VII.3.4 Calcul de F28

La proposition 46 montre qUésf’}g est engendré paf, Y3, ..., Yo, Y12 €tZp, Z3, ...,
Z11, Z12. On peut préciser ce résultat :

Lemme: F5"’}g est engendré par les 9 elemevysYs, Ys, Yo, Y12, Z1, Z2, Z4, Z7.
Démonstration:

SoitG le groupe engendré p¥s, Vs, Y, Yo, Y12, Z1, Z2, Z4, Z7; r?> montre que touYs; est danss.
Alors parrd etr3, Zy etZ;, sont dans.

rg0 Montre queZs € G, r3 etrg, queZs € G.

r3o €tr3 donnentZs € G, r, etr3 donneniZg € G.

r4 5 donne alorgy; € G, et enfinr§ , fournit Zyo € G.

En utilisantr® on voit alors que chaqu& est danss, et donc ques = F;'g, d’'ou le résultatll

Ecrivonsl = {[0],[1],[2], (3], 4], 16],[7],[9],[12]}.

On a alors
A4Yo) = (0,0,0,—1,0,0,0,0,1)
4(Ys) = (0,0,0,0,0,—1,0,0,1)
A4(Ys) = (0,0,0,—1,0,1,0,—1,1)
A4Y9) = (-1,0,0,—1,0,0,0,1,1)
AM12) = (1,0,0,—2,0,0,0,0,1)
4(Zz;) = (0,2,—2,0,0,0,0,0,1)
4(Z;) = (0,0,2,—2,0,0,0,0,1)
4(Z4) = (0,—-2,0,0,2,0,0,0,1)
A4(Z7) = (0,0,0,0,—2,0,2,0,1)

et ces élements engendrent un sous-groug&’dsomorphe &°.
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Ainsi 4 est surjective d’un groupe abélien a neuf générateams@® : elle est injec-
tive.
Onadonc:

Proposition 48 F2R ~ 79, et B g = [Fs 6, Fs 6] = ker( ).

VII.3.5 CalculdeF aa+1

On fixeJ C N tel que{[j]|j € J} soit 'ensemble des éléments Hee cardinal 2 (si
a= 3 on peut par exemple prendie= {1}, sia=5,J={1,2,4,7}).
Les casa= 3 eta= 5 suggerent :

Proposition 49
é7a+1 = [Faat+1,Faar1] = ker(4),

1
52

F2,, = 7N =208 et

Fab aar1 €St engends par leselements i, Ya, ..., Yaa-1), Zj, ] € J.

Une autre idée pour détermid@igﬂ, serait d’exprimer (gracerd etr?) les relations
r3etr4 enfonction des+A(a— 1) +1 générateursy, Ya, . . . YA(a—1 Zo 2, .. Zn(a-1)-
On peut alors voir2 etr* comme un systeme linéaif§), le rang d a+1 étant égal au
nombre de générateurs; A(a— 1) + 1, moins le rang de ce systerﬁe

Nous ne savons pas prouver ce résultat en toute gégéralais on peut cependant
remarquer qu’un calcul informatique du rang faous donne bien, pour les premiéres
valeurs dea (3,5, 7, ..., 31) queE,j‘g’1 1 7~ D'autre part, dans [13], P.Greenberg
prouve directement que § est tel que siH/I" est une surface de genre Qvausps,

HY(F) = 7Vv-17 , ce qui correspond a notre hypothese (et résultat, @euB,5,...,31
soitv = 3,4,...,16); il serait cependant intéressant d’obtenir ici ceultts de facon
elémentaire.

VIl.4 Une remarque générale sur les grouped—r

On se donne un groupetel queH /T est une surface de gergavecv cusps. On fixe
X1, X2, ..., X, des représentants des cusps, atappartient a I'un des cuspsdésigne le
représentant (parmi leg) de ce cusp.

Alors pour toutx, il existeyy dansl” tel queyy(X) = x. Siy, est un autre élément de
tel quey, (%) = x, on a(y, yx) (%) = %, donc I'element/,yx est un parabolique.

Si N désigne le sous-groupe dleengendré par les paraboliques, on a dgpe
Yx (MmodN).

Surp(I") on peut alors définir une relation d’équivalence par
X=y

X ~ Y Si et seulement
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Proposition 50 Si f € Fr, x€ p(I'), on a x~ f(x).

Démonstration:
siag, ..., On—1 sont les points de rupture desur]e, x|, on peut trouver des éléments . . ., y, dansl”
tels que :

[oo,(xl] - [oo’ f(al)]
¢ log,00 L [f(aw), Faz)]

[(anl,X] - [f(an*l)v f(X)],
et par conséquertt(x) = yn(X) = [(Yn¥ 1) (Yo-1V5 ) - (Y2Y1 ya) (%).
On remarque quenygfl fixe f(dn-1), ... yzyI1 fixe f(aq), y1 fixe co, donc tous ces éléments sont

dans N. Alorsyn = (YnYp 1) (Yn-1Vp o) --- (Y2y1 vz est dansN, et comme on peut choisif x = Ynyx,
Yi(x) = Yx (mod N).

Si p est un parabolique eq on notee(p) = yx L pyx.

e(p) ne dépend pas du choix dg moduloN; en effet le groupd yx des parabo-
liques erxest isomorphe &, donc commutatif, et aingif,) ~* pyk = (Vo) ~Lyxe(p)Vx i =
(V) ¥ “vie(p) = e(p).

Si f est dangT etx dansp(I"), on notef," I'element del™ qui coincide aved sur un
intervalle[x, .. et de mémd, I'élément del” qui coincide aved sur un intervallé.., x| ;
alors sif € Fr, px(f) = (f¢)~1f; est un parabolique en

On peut alors définir, pour chaque classe d’équivaléhde la relation~, et f € Fr,
le parabolique er

ac(f) = rle(px(ﬂ)-

oc est un morphisme de groupe enkieet le groupd ¢ ~ Z des paraboliques en ~
En effetona:
e(px(gof)) = % H(go )5 (g0 ik
) gf(x))_lgf_(x) fx W
)_1<g_f|—x))_1gf_(x) f)jyxyfl(fi)_lffyx
Y (X)(g—fi_(x) _1gf_(x)y;f )yx_l(f;)_lfx_lyx

1
_
-
—r
x4
A,
—
—_
X+
|
[25Y
~—~ —h
+

Ainsi, commef (C) =C, on aac(go f) = ac(g)ac(f).

L'application
B — (Xc(f)
L

est alors a son tour un morphisme de groupe.

L'intérét de cette application, dont la définition esbgine de I'applicatiord de la sec-
tion précédente, est qu’en genre 0 elle nous fournit updication deFr danszcadC),
et qu’'en genre strictement positif, cé@J est infini. Il "suffirait” donc de prouver que
cette application est surjective, ou au moins que son imagede dimension infinie -
par exemple en exhibant un nombre suffisant d’applicatiengrd pour obtenir une
démonstration directe du résultat de Greenberg affirgain genre strictement posi-
tif, - n’est pas de type fini.
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VILL5 En guise de conclusion...

Nous avons comme annoncé complété I'etude des grdgpepour H/I de genre
strictement positif, on savait qug n’est pas de type fini; en revanche nous avons dans
le cas du genre 0 prouvé que le groupe est de présentatiendinexplicité une telle
présentation. Notre démonstration est en fait valable pmut groupe fuchsieh tel que
H/T est une surface a pointes de genre nul.

Ce résultat amene quelques réflexions et questions éonepitaires.

VII.5.1 Aspects lineaires

Partant d'un groupe fuchsidntel queH /" est une surface a pointes de genre 0, nous
avons commenceé par conjugugraux groupei:a%a+1 etF,, 1. En étudiant ces groupes
d’homéomorphismes affines par morceaux [Sut] et [0, o[ on obtient les propriétés
deFr qui nous intéressent : générateurs, présentatiaiaalise, etc..

L'observation du domaine fondamental Odournit un plongement "naturel” der

u aa+t+l € I I I
dans le grouper.l. . des homéomorphismes croissants affines par morce ede

pentes puissances det a points de rupture dag%Z[l/a]. Ce plongement n’est pas lié
au genre 0 : partant d’un groupe fuchsleavec un domaine fondamental polygona a
cotés, on obtient en toute généralité un plongementrdupeFr dans le grouper,,, ;.

En fait ce n’est pas le domaine fondamental, mais la tesseldeH associée qui fournit

le plongement : ainsi, dans le cas du groB®$t,(Z), la tesselation de Farey fournit aussi
un plongement déps,(z) dansj)fzf3 bien que les triangles de la tesselation ne soient pas
des domaines fondamentaux p&BLy(Z).

C’est la détermination précise de I'image de ce plongdmanpose probleme : les
éléments dta‘fafa+1 sont décrits par des couples d’arbres, et un marquage swarbses
caractérise préecisément 'image du grolpeMais contrairement au cas des surfaces de
genre 0, dans le cas général ce marquage ne semble pais tma@alescription utilisable
en tant que groupe d’applications affines par morceaux.

On peut cependant se demander si, comme dans le cas deesutéagenre O, il
existe dans le cas général (groupetels queH/I" est une surface a pointes de genre
g > 0, ou méme un orbifold), une maniere simple de décriretadier des groupes
d’homéomorphismes affines par morceaux conjugulres &eci permettrait de (re)trouver
le fait que le groupe n’est pas de type fini.

VII.5.2 Preésentations infinies

Pour prouver que les group€g sont, en genre 0, de présentation finie, nous avons
commencé par déterminer une présentation infinie. Hisetéressant de déterminer une
telle présentation dBr dans tous les cas (surfaces a pointes, pour lesquelles o
de la présentation finie est résolue, ou orbifold, pouguets la question reste ouverte).
Pour cela on peut envisager deux angles d’approche :

— linéariser, comme expliqué précédemment, les groBpeour essayer de se rame-
ner a un probleme sur des groupes de Thompson linéaltespaniables et a ce
jour plus étudiés;

— tenter une approche liée a la géométrie des grobipesquotientH /I" et en par-
ticulier son genre apparaissant naturellement. Notonsmguprésentation conjec-
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turale dans ce sens se trouve déja chez P.Greenberg. (M&p)eureusement les
générateurs proposés ne sont pas danmais seulement darRPSly(Z), et la
question reste entiere.

VI.5.3 Questions homologiques

F a été le premier exemple connu de groupe sans torsion,ndendion cohomo-
logique infinie et ayant la propriéteP, (cf.[5]). Cette propriété-P, est partagée par
la plupart des groupes de Thompson et on peut donc se dengridsrgroupesT la
possedent également.

Pour cela on peut s’inspirer des méthodes classiques j@tudé de ce probleme :

— Ceci devrait decouler de l'interprétationldg4 comme groupe de diagrammes déja
mentionnée (VI1.3.3).

— K.Brown ([7]) relie cette propriété de I'existence daforme normale.

Mais dans notre cas nous n’avons qu’un résultat partiehs dea cas des surfaces
a trois pointes nous avons une forme semi-normale (cl.Ydui n’est que conjec-
turée dans le cas général. Dans tous les cas, il nous redhupicité d’une telle
forme pour pouvoir utiliser les résultats de K.Brown.

— Enfin la méthode la plus générale pour I'étude de celpmb, due a K.Brown et
M.Stein, est topologique : on détermine un complexe siodlsur lequel agit le
groupe et dont des propriétés geonnexité sont équivalentes a la propriet,
pour le groupe.

Dans notre cas, nous savons construire un tel complexe ;lesasopriétés de-
connexité s’averent plus compliquées a obtenir ques ¢izs1cas classiques.
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