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V.3 Le cas général :Ha,a+1 est de présentation finie . . . . . . . . . . . . . . 66
V.3.1 Relations et notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
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Introduction

Apparus au cours des années 60 dans l’étude du problème des mots, les groupes de
Thompson forment une vaste classe de groupes dénombrablesayant en commun la pro-
priété d’être représentables par des groupes d’homéomorphismes ”par morceaux” (affines
par morceaux sur[0,1], PSL2(Z) par morceaux sur∂H, ..). Définis dans le cadre de tra-
vaux en logique, ces groupes interviennent aujourd’hui dans de multiples domaines des
mathématiques : théorie des groupes, combinatoire, topologie, géométrie hyperbolique,
physique mathématique...

On peut parmi les groupes de Thompson en distinguer trois, qui résument bien les
différents aspects des groupes de Thompson classiques :

- le groupeV, qui peut être vu comme groupe d’homéomorphismes de l’ensemble de
CantorC - c’est le groupe initialement décrit par Thompson,

- le groupeT, sous-groupe deV, qui peut être vu comme groupe d’homéomorphismes
deS1,

-le groupeF, sous-groupe duT, qui peut être vu comme groupe d’homéomorphismes
de[0,1] ou [0,∞[.

V est le premier exemple connu de groupe infini, simple et de pr´esentation finie ; le
groupeT partage ces propriétés, alors queF est de présentation finie mais n’est pas simple
(seul[F,F] l’est).

Ces trois groupes sont les archétypes de trois grandes sous-classes de groupes de
Thompson : les groupes qui agissent de manière naturelle sur [0,1] (groupes de typeF),
surS1 (groupes de typeT) ou sur l’ensemble de CantorC (groupes de typeV) ; dans ce
travail n’interviendront que les groupes de typeF etT.

G.Higman dans les années 70 étudie algébriquement des groupes de typeV qu’il
définit comme groupes d’automorphismes d’une algèbre universelle.

Plus tard, M.Brin, C.Squier, K.Brown, R.Geoghegan et d’autres vont introduire des
groupes -liés aux groupes originaux de R.Thompson et G.Higman- de typeF et T, et les
interprètent de manière plus concrète comme groupes d’homéomorphismes affines par
morceaux de[0,1], [0,∞[, S1. En particulier K.Brown définit les groupesFa et Ta (a∈ N,
a≥ 2) que nous utiliserons abondamment.

Une remarque de W.Thurston amène une nouvelle descriptiondu groupeT qui le relie
à la géométrie du plan hyperbolique, et donne un nouvel essor à son étude : le groupe de
Thompson peut-être vu comme le groupePPSL2(Z) des homéomorphismesPSL2(Z) par
morceaux sur le bord du plan hyperbolique avec points de rupture dansQ∪{∞}.

P.Greenberg va largement étudier ces aspects projectifs du groupe de Thompson ; pour
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cela il utilise des classifiants de pseudogroupes et introduit une géométrie projective par
morceaux (CPP-geometry) qui se révèle être un bon cadre d’étude pour le groupe de
Thompson projectif.

Une question laissée ouverte dans un des papiers de P.Greenberg motive le présent
travail. On sait que le groupe de ThompsonPPSL2(Z), isomorphe au groupeT, est de
présentation finie ; on peut se demander si cette propriét´e reste vraie quand on remplace
PSL2(Z) par un sous-groupeΓ d’indice fini sans torsion, c’est-à-dire si l’on se restreint
au sous-groupe dePSL2(Z) des élémentsΓ par morceaux.

P.Greenberg montre que, dans le cas oùH/Γ est une surface de genre strictement
positif, le groupe obtenu n’est pas de type fini. L’objet de notre travail est l’étude du genre
0, et nous allons répondre dans ce cas positivement à la question : siΓ est un sous-groupe
dePSL2(Z) d’indice fini et sans torsion, tel queH/Γ est une surface de genre 0, le sous-
groupeTΓ des éléments dePPSL2(Z) qui sontΓ par morceaux est de présentation finie.

Au milieu des années 80 E.Ghys et V.Sergiescu étudient lesaspects dynamiques de
ces groupes, et plus tard V.Sergiescu et P.Greenberg établissent un lien avec les groupes
de tresses.

K.Brown, suivi par S.Cleary, M.Stein, vont introduire la topologie dans l’étude des
groupes de Thompson : ils élargissent la famille des groupes de Thompson et mettent
en place des outils topologiques qui leur permettent de mener l’étude des principales
propriétés algébriques de ces groupes (présentation finie,FP∞, simplicité).

J.Cannon, W.Floyd et W.Parry, initialement motivés par laquestion de la moyennabi-
lité du groupe de Thompson, donnent des présentations desgroupesF, T etV, et exposent
certaines questions ouvertes du domaine.

Cette question de la moyennabilité deF est apparue avec le résultat -déjà présent
dans des notes originales de R.Thompson et re-découvert par M.Brin et C.Squier- disant
que le groupe de ThompsonF ne contient pas de sous-groupe libre à deux générateurs.
L’existence d’un tel sous-groupe est l’obstruction la plusclassique à la moyennabilité
d’un groupe ; mais malgré cela, le groupe de Thompson sembleaujourd’hui un candidat
sérieux pour donner un groupe non moyennable de présentation finie.

On peut aussi, parmi les développements actuels sur les groupes de Thompson, men-
tionner :

- les conséquences de l’interprétation par V.Guba et M.Sapir de ces groupes comme
groupes de diagrammes,

- l’étude de plongements quasi-isométriques entre groupes de Thompson, étudiés par
J.Burillo, S.Cleary, M.Stein en utilisant la description des éléments du groupe par des
couples d’arbres, et leur forme normale.

- une généralisation de C.Röver, qui considère le groupe d’homéomorphismes de l’en-
semble de Cantor engendré par le groupe de ThompsonV et un groupe périodique de
R.Grigorchuk, et prouve qu’il est, tout commeV, simple et de présentation finie.

Quelques ŕesultats classiques sur les groupes de Thompson affines :

On trouve au moins quatre définitions équivalentes des groupes des Thompson clas-
siquesFa (a∈ N, a≥ 2) :
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– la définition de Thompson-Higman, liée à la notion d’algèbre universelle, qui ins-
pire la définition combinatoire citée ci-dessous. Elle n’est plus directement utilisée
aujourd’hui, et nous ne la reprenons pas ici,

– la définition du groupe par une présentation : on se donne des générateursxi , i ∈ N

et des relationsr i, j : xix j = x j+a−1xi pour i < j ; le groupe est alors :

Fa =< xi | r i, j >

– la définition comme groupe d’homéomorphismes :
Fa est le groupe des homéomorphismes croissants affines par morceaux de[0,1]
dont les points de ruptures sont dansZ[1/a], et les pentes des puissances dea.

DansF2 on retrouve les élémentsx0 et x1 :

��
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��
��
��
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��
��
��
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1/2

1/4
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1

1/2 3/4 7/8 1
– la définition combinatoire, à l’aide de couples d’arbres: c’est celle que nous utili-

serons dans le chapitre I.
Pour le moment contentons nous de remarquer que cette définition découle de la
précédente, en représentant par un arbre les partitionsde[0,1] définies par les points
de rupture, un couple d’arbres représentant une application qui associe de manière
affine les intervalles du second arbre à ceux du premier.
Ainsi, les élémentsx0 et x1 deF2 peuvent se représenter par les couples :

,

x0

x1

Les groupes ainsi définis sont bien entendu isomorphes ; le troisième groupe sera noté
F1

a si l’on désire préciser sa nature de groupe d’homéomorphismes sur[0,1].

La présentation ci-dessus deFa par générateurs et relations, si elle est infinie, peut se
ramener aisément à une présentation finie, et ainsi les groupes de ThompsonFa sont des
groupes de présentation finie.

La description du groupeF1
a comme groupe d’homéomorphismes de[0,1] suggère

une généralisation au cercleS1 vu comme un quotient[0,1]/{0= 1} ; ce sont les groupes
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Ta : Ta est le groupe des homéomorphismes affines par morceaux de[0,1]/{0 = 1} dont
les points de ruptures sont dansZ[1/a], et les pentes des puissances dea.

Ta est lui aussi un groupe de présentation finie.

On notera dans la suiteF = F2 etT = T2.
On montre queT est un groupe simple, etT est donc, tout commeV qui est le groupe

initialement défini par Thompson, un groupe infini, simple et de présentation finie.
Ce groupeT joue un rôle particulier parmi les groupesTa, car W.Thurston en a donné

une interprétation comme groupe d’homéomorphismesPSL2(Z) par morceaux surS1 vu
comme le bord du plan hyperboliqueH.

Description projective des groupesT2 et F2 :

SoitH le demi-plan de Poincaré.∂H, R∪{∞} etS1 sont homéomorphes, et l’identifi-
cation avecS1 permet ainsi de mettre un ordre cyclique sur cet ensemble.

On appellePPSL2(Z) le groupe des homéomorphismesf de∂H tels qu’il existep1 <
.. . < pn ∈ Q∪{∞} et desfi ∈ PSL2(Z) avec f|(pi ,pi+1) = fi , f|(pn,p1) = fn. Ce groupe est
alors isomorphe au groupe de ThompsonT.

Cette définition projective deT a suggéré à P.Greenberg au début des années 90 l’étude
d’une famille naturelle de sous-groupes dePPSL2(Z), indexée par certains sous-groupes
dePSL2(Z) : si Γ est un sous-groupe d’indice fini sans torsion dePSL2(Z), on appelleTΓ
le sous-groupe des éléments dePPSL2(Z) qui, sur chacun des intervalles entre les points
de rupture, coı̈ncident avec un élément deΓ, et FΓ le sous-groupe des éléments deTΓ
qui fixent∞. Alors H/Γ est une surface de Riemann d’aire finie, de genregΓ et ayantνΓ
cusps, et ces deux paramètres caractérisent les groupesTΓ et FΓ à isomorphisme près.

On sait déjà que le groupePPSL2(Z) isomorphe àT2 est, comme tous les groupesTa,
de présentation finie. A l’inverse, P.Greenberg ([13]) exprime l’abélianisé des groupesFΓ
et TΓ en fonction de certains espaces de lacets, et il en déduit, pourgΓ > 0, qu’ils ne sont
pas de type fini.

Mais en genre 0 l’abélianisé deFΓ est de type fini, et cette méthode ne permet pas
de conclure. L’objet principal de ce travail est l’étude dece casgΓ = 0 ; on prouvera en
particulier queFΓ et TΓ sont de présentation finie.

Contenu et apports de ce travail :

chapitre I

Dans ce chapitre on résume les principales définitions, ainsi que les propriétés “clas-
siques”, des groupes de ThompsonFa etTa.

En particulier on donne ici une description concrète deFa comme sous-groupeF∞
a de

Homéo+([0,+∞[).
Ces groupesF∞

a admettent une description forestière naturelle : chaque ´elément du
groupe peut être défini de manière combinatoire par un couple de forêts, les forêts étant
ici des suites indexées parN d’arbresa-aires.

Cette représentation des groupesFa, qui est l’analogue sur[0,∞[ de la description
usuelle sur[0,1] par des couples d’arbres, permet une détermination simpleet rapide
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d’une présentation infinie régulière. Mais le principalintérêt pour nous de ces groupesF∞
a

apparaı̂tra dans l’étude de la version ”linéarisée” sur[0,∞[ des groupesFΓ : on montrera
que ces groupes peuvent être décrits à l’aide des groupesF∞

a et F∞
a2.

chapitre II

On considèreΓ un groupe fuchsien sans torsion, tel queH/Γ est une surface à pointes,
et on définit les groupes ”Γ par morceaux”FΓ et TΓ qui seront l’objet de notre étude.

On montre que ces groupes ne dépendent que de la classe d’homéomorphisme du
quotientH/Γ, ce qui nous permettra de ramener notre étude du genre 0 à l’étude d’un
seul exemple de groupeΓ pour chaque valeur du nombre de cusps deH/Γ.

chapitre III

On commence ici par mettre en place les outils qui nous permettront d’étudier le
groupeFΓ dans le cas des surfaces de genre 0.

Tout d’abord, à l’aide d’arguments combinatoires portantsur un domaine fondamental
du groupeΓ, on montre que l’on peut ”linéariser” ce groupe. Ainsi,FΓ est conjugué au

groupeF [0,1]
a,a+1 des homéomorphismes croissants affines par morceaux de[0,1] dont les

pentes sont des puissances dea et les points de rupture sont dans1a+1Z[1/a].

Il est possible de voirF [0,1]
a,a+1 comme un sous-groupe deFa ; mais, bien que le groupe

Fa soit bien connu, cette remarque ne semble pas donner de résultats. En revanche, un
homéomorphisme entre[0,1[ et [0,∞[ de nature affine par morceaux (le nombre de ”mor-

ceaux” étant infini) conjugueF [0,1]
a,a+1 à un groupe d’homéomorphismes croissants affines

par morceaux de[0,+∞[, F∞
a,a+1, dont l’étude nous permettra de prouver queFΓ est de

type, puis de présentation finie.

chapitre IV

Dans cette partie apparaı̂t l’intérêt de l’introductionde ce groupeF∞
a,a+1 : en effet son

étude, donc celle du groupeFΓ qui lui est isomorphe, peut (en partie) se ramener à l’étude
des groupes de ThompsonFa et Fa2. Notre principal résultat ici est que tout élément de
F∞

a,a+1 peut s’écrire comme une composée de trois types d’applications :
– les éléments du groupeF∞

a2, qui est naturellement inclus dansF∞
a,a+1,

– les éléments d’un sous-groupe deF∞
a,a+1, conjugué au groupeF∞

a ,
– les éléments d’une famille d’applications( fk), que l’on explicitera.

On montre ensuite qu’un nombre fini d’applicationsfk et les groupesF∞
a et F∞

a2 suf-
fisent à engendrer tous les éléments deF∞

a,a+1 ; les deux groupesF∞
a et F∞

a2 étant de type
fini, on peut alors affirmer queF∞

a,a+1 est de type fini.

A ce stade nous aurons alors obtenu un résultat qui montre d´ejà que le cas des groupes
FΓ de genre 0 est différent du cas du genre strictement positif:

Théorème A
Si Γ est de genre 0, le groupeFΓ est de type fini.
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Il apparaı̂t alors naturel d’essayer de donner une présentation des groupesFΓ, en
espérant qu’elle puisse se ramener à une présentation finie.

chapitre V

Étudier le groupeF∞
a,a+1 à l’aide des trois types d’applications utilisés pour montrer

qu’il est de type fini n’est pas aisé ; mais on remarque alors que ce groupe est d’indice 2
dans un groupeHa,a+1 que l’on peut décrire uniquement à l’aide de deux sous-groupes,
le groupeFa2 et un groupeFa isomorphe au groupeFa.

Comme le groupeF∞
a,a+1 est d’indice 2 dansHa,a+1, ils seront simultanément de

présentation finie ou infinie ; le problème de la présentation finie deFΓ se ramène donc
finalement à l’étude de la même question pour le groupeHa,a+1.

On peut alors, à l’aide des ces deux sous-groupes, donner une description forestière
du groupeHa,a+1 qui généralise, bien que la structure soit rendue plus complexe par la
présence de deux familles infinies de générateurs, la description forestière des groupes
classiquesFa donnée dans le chapitre I.

En particulier l’étude fine de ces couples de forêts nous permet de donner un système
infini de relations du groupeHa,a+1, qui est long mais de structure assez régulière :

Théorème B
Le groupeHa,a+1 est défini par les générateursyAi, i ≥ 0, zk, k ≥ 0, et les relations

(R) :
(R1

k,l) k < l : zkzl = zl+a2−1zk

(R2
i, j) i < j : yAiyA j = yA( j+a−1)yAi

(R3
k,i) k < Ai : zkyAi = yA(i+2a−2)zk

(R4
i,k) A(i +1) ≤ k : yAizk = zk+A(a−1)yAi

(R5
i ) ∀i : zAizAi+1 . . .zA(i+1)−1

= yAiyA(i+1) . . .yA(i+a−1)yAi

(R6,λ
i ) ∀i,λ = 0, . . . ,A : yAiyA(i+1) . . .yA(i+2a−3)yA(i+2a−2)zAi+λ

= zAi+λazAi+λa+1 . . .zAi+λa+a−1yAi

Nous commençons par démontrer cette présentation dans un cas particulier, celui du

groupeΓ(2) des éléments

(
a b
c d

)
dePSL2(Z) aveca,d impairs etb,c pairs ;H/Γ(2)

est une surface de genre 0 avec trois cusps.
La démonstration donnée dans ce cas est quasiment identique à la démonstration

générale, et prépare donc celle-ci. Mais on sait de plus prouver dans ce cas particulier
l’existence d’une forme semi-normale pour les éléments du groupeH3,4.

Cette présentation infinie du groupe étant prouvée, on arrive dans un deuxième temps
à la réduire à une présentation finie, et on obtient ainsinotre résultat principal :

Théorème C
Le groupeFΓ est de présentation finie.
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chapitre VI

Enfin, pour démontrer queTΓ est lui aussi de présentation finie, on trouve un complexe
simplicial sur lequel il agit avec un quotient fini et des stabilisateurs que l’on calcule à
partir deFΓ et qui sont de présentation finie. Des résultats classiques (de K.Brown) reliant
la question de la présentation à ces propriétés topologiques nous donnent alors le :

Théorème D
TΓ est de présentation finie.

chapitre VII

Dans cette partie on complète par quelques résultats (ab´elianisé, simplicité de[FΓ,FΓ])
l’étude du groupeFΓ, et l’on donne quelques pistes pour des résultats non encore prouvés :
cas général des groupes fuchsiens, début d’approche directe du résultat de P.Greenberg sur
les groupes de genre strictement positif, ..
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Chapitre I

Un aperçu des groupes de Thompson
classiques

Les groupesTΓ et FΓ sujets de notre étude généralisent les groupes définis et étudiés
par R.Thompson puis G.Higman, M.Brin, K.Brown, P.Greenberg, E.Ghys, V.Sergiescu
et bien d’autres ; nous utiliserons par la suite certaines des propriétés de ces groupes
de Thompson classiques, et plus généralement l’étude deceux-ci sera pour nous source
d’inspiration. C’est pourquoi nous allons, dans ce chapitre, définir les groupes classiques
F, T, Fa, Ta, PPSL2(Z), rappeler leurs principales propriétés, et démontrer tout ce qui
nous sera par la suite utile dans l’étude des groupesFΓ etTΓ.

Pour cette étude préliminaire nous définirons les groupes d’homéomorphismes de
[0,∞[ F∞

a , isomorphes àFa, que nous utiliserons de préférence à la représentation classique
sur[0,1]. Ces groupesF∞

a admettent une représentation combinatoire en terme de couples

de forêts, analogue de la description classique par des couples d’arbres des groupesF [0,1]
a .

Cette description forestière -donnée de manière indépendante par K.Brown et J.Belk dans
[8]- nous permet de rendre l’ensemble de ce travail auto-contenu, en redémontrant direc-
tement surF∞

a les résultats classiques dont nous aurons besoin concernant les groupes
Fa.

L’approfondissement de ce point de vue sur[0,∞[ fournit ici une détermination qua-
siment immédiate de la présentation des groupesFa, mais son principal intérêt apparaı̂tra
lors de l’étude deFΓ, aux chapitres IV et V.

I.1 Les groupesFa et Ta

Soit a un entier supérieur ou égal à 2.
Nous allons ici étudier les groupesFa et Ta ; ceux-ci peuvent être définis de manière

combinatoire à l’aide d’arbresa-aires, ou comme groupes d’applications affines par mor-
ceaux.

Les propriétés de ces groupesFa et Ta sont largement indépendantes de l’entiera ;
si les exemples et figures seront souvent par commodité donnés poura = 2, les résultats
et démonstrations dans cette partie seront valables en toute généralité (certaines des pro-
priétés plus spécifiques des groupesF = F2 et T = T2 seront étudiées dans une deuxième
partie).

15
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I.1.1 Définitions

Une définition combinatoire

L’objet de base pour la définition des groupesFa et Ta sera l’arbrea-aire : un arbre
a-aire est un arbre constitué d’une racine (sommet de valence a), de sommets intérieurs
de valencea+1, et de feuilles, sommets de valence 1 ; on considère aussi l’arbre-racine
réduit à un sommet, que l’on notera *.

Si t est un tel arbre, on notef (t) le nombre de ses feuilles, numérotées de gauche à
droite de 0 àf (t)−1.

On peut donner quelques exemples, dans le casa = 2 : on représente l’arbre-racine∗,
l’unique arbre binaire à deux feuillesA1, les deux arbres binaires à trois feuillesA2

1 et A2
2

et trois des cinq arbres binaires à quatre feuilles,A3
1,1, A3

1,3 et A3
2,2 :

A1 : A2
1 : A2

2 :

A3
1,1 : A3

1,3 : A3
2,2 :

∗ :

L’arbre à une racine eta feuilles sera appeléa-bouquet (ou bouquet s’il n’y a pas
d’ambiguı̈té sura) ; le 2-bouquet est donc l’arbreA1 représenté ci-dessus.

On appelle expansion élémentaire d’un arbret l’arbre obtenu en remplaçant une des
feuilles det par una-bouquet ; une expansion det est le résultat de la répétition d’un
nombre fini d’expansions élémentaires.

Dans nos exemples,A3
1,1 est une expansion (non élémentaire) deA1, une expansion

élémentaire deA2
1, et n’est pas une expansion deA2

2.

On voit immédiatement que tout arbre est une expansion de l’arbre-racine, et que deux
arbres quelconques admettent une expansion commune (la superposition des deux arbres
est l’expansion commune minimale).

Pour définir le groupeTa, on considère maintenant l’ensembleTa des(t1, t2,k) où t1
et t2 sont des arbresa-aires ayant le même nombre de feuillesf = f (t1) = f (t2), et k un
élément deZ/ fZ, que l’on représente en pointant lak-ième feuille det1. On représente
ainsi(A2

1,A
2
2,1) :
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,

SurTa on définit une relation d’équivalence :(t1, t2,k) est équivalent à(t ′1, t
′
2,k

′), oùt ′1
et t ′2 sont des expansions élémentaires det1 et t2 faites sur des feuilles de même rang,k′

étant tel que la même feuille reste pointée (i.e si l’expansion det1 à lieu au niveau de la
feuille pointéek, k′ est tel que c’est la première feuille du bouquet rajouté qui est marquée,
et sinonk′ est tel que la même feuille reste marquée pourt ′1 et t1 - on prend donck′ = k si
l’expansion a lieu sur une feuille d’ordre supérieur ou égal àk, etk′ = k+a−1 sinon)

On note∼ la relation d’équivalence minimale surTa correspondante.

L’élément(A2
1,A

2
2,1) défini plus haut est ainsi équivalent aux deux éléments :

ou
, ,

On va maintenant pouvoir définir sur le quotientTa = Ta/ ∼ une structure de groupe.
Si u= (t1, t2,k) etv= (s1,s2, l) sont deux éléments deTa on peut supposer quet2 = s1.

En effet si tel n’est pas le cas, on peut choisirt une expansion commune àt2 et s1 et
remplaceru et v par des éléments(t ′1, t,k

′) ∼ (t1, t2,k) et (t,s′2, l
′) ∼ (s1,s2, l). On définit

alors le produit de deux éléments quelconques deTa par la formule(t1, t2,k)(t2,s2, l) =
(t1,s2,k+ l).

On constate que(t, t,0) ∼ (∗,∗,0) pour tout arbret, et cet élément(∗,∗,0) est donc
l’élément neutre du produit défini surTa. Ce produit est associatif, et l’inverse de l’élément
(t1, t2,k) est(t2, t1,−k) : on a défini une structure de groupe surTa.

Exemple : Calculons le produit(A2
1,A

2
2,1).(A3

1,1,A
3
1,3,2) : on exprime d’abord ;

, ,

(A2
1,A

2
2,1) =

puis
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, ,

(A3
1,1,A

3
1,3,2) =

le produit est alors égal à

,
.

Le groupe ici défini est le groupe de ThompsonTa. Le groupe de ThompsonFa est le
sous-groupe deTa constitué des éléments(t1, t2,k) tels quek = 0.

Dans le cas oùa = 2 on noteF et T les groupesF2 et T2.

Les groupes affines par morceauxF1
a et T1

a

Nous avons défini un groupeTa de manière combinatoire, à l’aide de couples d’arbres.
Mais ce groupe a une interprétation naturelle à l’aide d’homéomorphismes affines par
morceaux : en identifiant un arbre à une partition de[0,1]/{0 = 1} (les différentes ex-
pansions nécessaires pour obtenir l’arbre à partir de l’arbre-racine * correspondant à des
subdivisions régulières de[0,1] et des intervalles successivement obtenus), on obtient de
manière naturelle un isomorphisme entreTa et un sous-groupe de Homéo+([0,1]/{0 =
1}).

Considérons donc le groupeT1
a , groupe d’homéomorphismes deS1 vu comme quo-

tient de[0,1] par l’identification 0= 1 :

Définition 1 T1
a est le sous-groupe de Homéo+([0,1]/{0 = 1}) formé des applications

f telles qu’il existe x0 = 0 < x1 < .. . < xp−1 < 1 = xp dansZ[1/a] avec f de la forme
ani x+bi sur chaque intervalle[xi ,xi+1[, ni ∈ Z, bi ∈ Z[1/a].

F1
a est le sous-groupe de T1

a des applications qui fixent 0 (on peut voir F1
a directement

comme sous-groupe de Homéo+([0,1])).

Avec les notations précédentes, lesxi tels queni et ni+1 (np−1 et n0 pour xp) sont
différents sont appelés points de rupture de l’application f .
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On peut ainsi définir (poura = 2) des élémentsA, B deF etC deT par

A(x) =






x/2 0≤ x≤ 1/2
x−1/4 1/2≤ x≤ 3/4,
2x−1 3/4≤ x≤ 1

B(x) =






x 0≤ x≤ 1/2
x/2+1/4 1/2≤ x≤ 3/4
x−1/8 3/4≤ x≤ 7/8
2x−1 7/8≤ x≤ 1

,

C(x) =





x/2+3/4 0≤ x≤ 1/2
2x−1 1/2≤ x≤ 3/4
x−1/4 3/4≤ x≤ 1

Un élémentf deT1
a est entièrement déterminé par la donnée de deux partitionsP1,P2

de[0,1]/{0= 1} d’extrémités dansZ[1/a], un intervalle deP1 étant pointé :f est l’unique
homéomorphisme affine par morceaux qui envoie de manière affine les intervalles deP2

sur ceux deP1 en commençant par envoyer le premier intervalle deP2 sur l’intervalle
pointé deP1 ; ainsi A est décrite par les intervalles[0,1/2], [1/2,3/4], [3/4,1] et leurs
images[0,1/4],[1/4,3/4], [3/4,1], B par les intervalles[0,1/2], [1/2,3/4], [3/4,7/8],
[7/8,1] et leurs images[0,1/2], [1/2,5/8],[5/8,3/4] et [3/4,1] et C par les intervalles
[0,1/2], [1/2,3/4], [3/4,1] et leurs images[3/4,1], [0,1/2], [1/2,3/4].

Mais il existe une manière naturelle d’associer à un arbrea-aire t une partition de
[0,1] en intervalles d’extrémités dansZ[1/a], le nombre d’intervalles correspondant au
nombre de feuillesf (t) de l’arbre : à * on associe[0,1], au bouquet, expansion simple de
*, les intervalles[0,1/a], [1/a,2/a], . . ., [(a−1)/a,1], et ainsi de suite ; si on a associé
à un arbret une partition enf (t) intervalles, on associe à l’expansion det au niveau de
la feuille k la partition obtenue en subdivisant de manière régulière l’intervalle k en a
intervalles. Les partitions ainsi obtenues sont appeléespartitions standard de[0,1]. (En
toute rigueur on devrait, pour parler de partition, consid´erer des intervalles semi-ouverts
de la forme[u,v[, mais on fera l’abus de langage d’appeler partition une suite (Ii)i∈I de
segments d’intérieurs non vides tels que∪i∈I = [0,1]/{0 = 1} et si i 6= j, Ii ∩ I j est soit
vide, soit un singleton.)

Notons que tous les intervalles composant les partitions standard sont de la forme
[ k
an ,

k+1
an ], k, n∈N. La réciproque est vraie : si on se donne une partition de[0,1] constituée

d’intervalles de la forme[ k
an ,

k+1
an ], k, n∈ N, c’est une partition standard. On appelle inter-

valles standard les intervalles de ce type.

Maintenant que l’on a associé à tout arbrea-aire une partition standard, on peut asso-
cier de manière tout aussi naturelle à un élément(t1, t2,k) deTa un homéomorphisme de
[0,1]/{0 = 1} : l’unique application affine par morceaux qui envoie le premier intervalle
de la partition standard définie part2 sur l’intervallek de la partition standard définie par
t1, et ainsi de suite en suivant un ordre cyclique (les applications étant affines sur chacun
de ces intervalles le résultat ne dépend par du choix de(t1, t2,k) à équivalence près). Les
points de rupture de cette application sont des extrémités d’intervalles standard, donc dans
Z[1/a], et elle envoie chaque intervalle, dont la longueur est une puissance dea, sur un
intervalle dont la longueur est une puissance dea : les pentes def sont des puissances de
a. L’application f ainsi définie est dansT1

a .

Cette construction nous donne un morphismeφa deTa dansT1
a .
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Nous allons montrer queφa est un isomorphisme, en montrant qu’il est injectif et
surjectif.

φa est injectif ; en effet siφa(t1, t2,k) est l’identité cela implique tout d’abord que
l’image de 0 est 0, donc quek = 0. De plus, chaque intervalle det1 est envoyé sur lui-
même, donct1 = t2. Mais on a vu que pour tout arbret, (t, t,0) est l’élément neutre du
groupeTa, d’où l’injectivité.

Montrons maintenant la surjectivité ; pour cela, fixonsf dansT1
a . On veut montrer

que f est l’image parφa d’un élément deTa, autrement dit que l’on peut trouver deux
partitions standard telles quef envoie de manière affine les intervalles de l’une sur ceux
de l’autre.

Remarquons qu’il existe une partition standard dont les extrémités des intervalles
contiennent les points de rupture def , donc telle quef est affine sur chacun des inter-
valles : il suffit par exemple de considérer la subdivision régulière de[0,1] en intervalles
de longueur 1/an, n∈ N étant choisi assez grand pour que les dénominateurs des points
de rupture def soient inférieurs àan.

Considérons alors un intervalleI = [ k
an ,

k+1
an ] de cette partition standard.f est affine

sur I , de la formef (x) = aαx+ β
aγ (α, γ dansN) et f (I) =

[
aα+γk+βan

aγ+n ,
aα+γ(k+1)+βan

aγ+n

]
. On

distingue deux cas :

– Siα+γ est strictement négatif, alorsf (I) =
[

k+βan−α−γ

an−α ,
(k+βan−α−γ)+1

an−α

]
est un inter-

valle standard.
– Si α + γ est positif ou nul, on remplaceI par sa subdivision régulière enaα+γ in-

tervalles, constituée des intervalles standardJj = [kaα+γ+ j−1
an+α+γ , kaα+γ+ j

an+α+γ ] pour 1≤ j ≤
aα+γ.
Alors chacun desf (Jj) =

[
kaα+γ+βan+ j−1

aγ+n , kaα+γ+βan+ j
aγ+n

]
est un intervalle standard.

On peut donc construire, en répétant si nécessaire l’op´eration de subdivision ci-dessus,
une partition standard donc l’image parf est une partition standard.f est alors l’image
de ce couple de partitions par le morphismeφa : Ta → T1

a .

Ainsi, φa est un isomorphisme deTa surT1
a , et on vérifie immédiatement que la res-

triction deφa àFa est un isomorphisme surF1
a .

On obtient ainsi pour les élémentsA, B, C définis précédemment les couples :

A :
,

C :
,

B :

,
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Le groupe affine par morceauxF∞
a

Nous allons maintenant donner une autre description du groupe Fa comme groupe
d’homéomorphismes affines par morceaux, sur[0,+∞[ cette fois. Bien que cette définition
ressemble beaucoup à celle du groupeF1

a , elle nous permettra plus facilement d’obtenir
un système générateur et de donner une nouvelle description combinatoire deFa à partir
de laquelle on pourra facilement obtenir une présentationrégulière du groupe.

Définition 2 Le groupe F∞a est le groupe des hoḿeomorphismes f croissants, affines par
morceaux sur[0,+∞[, tels que :

– les points de rupture de f sont en nombre fini et dansZ[1/a].
– f est, sur chaque intervalle où elle est affine, de la forme x→ anx+b, avec n∈ Z

et b∈ Z[1/a].
– f(x) = x+(a−1)b à l’infini, b ∈ Z.

Considérons l’applicationψa : [0,1[→ [0,∞[ définie par morceaux comme suit :ψa en-
voie de manière affine, par l’applicationψa(x) = anx+n(a−1)+1−an, chaque intervalle
[an−1−1

an−1 , an−1
an ] sur l’intervalle[(n−1)(a−1),n(a−1)] (n≥ 1).

Proposition 1 ψa est un hoḿeomorphisme de[0,1[ sur [0,∞[ qui conjugue F1a et F∞
a .

Démonstration:
ψa est continue, strictement croissante et lim1 ψa = +∞, c’est bien un homéomorphisme.
ψa envoie bijectivementZ[1

a]∩ [0,1[ sur Z[1
a]∩ [0,+∞[ ; c’est immédiat à vérifier car on a la forme

explicite deψa et ψ−1
a .

Si f est dansF1
a , au voisinage de 1,f est de la formex 7→ ak(x−1)+1 donc pour toutn assez grand et

tout k positif, f envoie les intervalles[an−1−1
an−1 , an−1

an ] sur [an−1−k−1
an−1−k , an−k−1

an−k ], et par conséquent, au voisinage

de l’infini ψa f ψ−1
a est de la formex 7→ x− k(a− 1). Cela montre au passage queψa f ψ−1

a est affine par
morceaux, avec un nombre fini de points de rupture.

En chaque pointx de [0,∞[ on peut trouvern,n′,k, p,q dansZ tels que

(ψa f ψ−1
a )(x) = an[ak(a−n′(x−n′(a−1)−1+an′))+ p/aq]+n(a−1)+1−an

= an+k−n′x+an+k−n′(−n′(a−1)−1+an′)+anp/aq+n(a−1)+1−an.

Ainsi, ψa f ψ−1
a est dansF∞

a , et on vérifie de même que sig∈ F∞
a , ψ−1

a gψa est dansF1
a . �

De même que la description à l’aide de couples d’arbres correspondait naturellement à
la représentation deFa par des homéomorphismes de[0,1], on peut donner une description
analogue deF∞

a par des couples de forêts constituées d’une infinité d’arbres représentant
une décompositiona-aire de chaque intervalle[k,k+1], k∈ N.

On considère des forêts constituées d’une infinité d’arbresa-aires indexés parN, seul
un nombre fini de ces arbres n’étant pas réduits à l’arbre-racine. On peut définir une
relation d’équivalence entre couples de forêts, correspondant, comme pour l’équivalence
entre couples d’arbres définie plus haut, à rajouter un bouquet sur deux feuilles de mêmes
ordres dans chacune des forêts ; cet ensemble a une structure de groupe, et on montre (de
manière analogue à la démonstration de l’isomorphisme entreTa etT1

a ) que ce groupe est
isomorphe àF∞

a .
L’intérêt de cette représentation deFa par des homéomorphismes de[0,+∞[ est de

rendre facile la description et l’étude d’une famille infinie d’éléments deF∞
a , qui se

révélera être une famille de générateurs :
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Pour touti ∈ N on posexi(t) =





t si t ≤ i
at− (a−1)i si i ≤ t ≤ i +1

t +a−1 si t ≥ i +1
,

alors on peut représenterxi par le couple de forêts, noté(F0,Xi) :

.....

,

..........

a feuilles

i

Cette description forestière va nous fournir directementles relations entre lesxi .

I.1.2 Présentations deFa et Ta

Pour montrer que les groupesFa et Ta sont de présentations finie, de nombreuses
méthodes existent, qui se complètent plutôt qu’elles nes’excluent.

La méthode la plus directe, et que nous réutiliserons pas la suite pour l’étude des
groupesFΓ, consiste à deviner une famille génératrice infinie (lesxi que nous venons de
définir), à trouver un ensemble simple de relations entre ces générateurs, et à partir d’une
présentation infinie du groupe, se ramener à une présentation finie. C’est cette méthode
que nous allons détailler ici.

L’idée de K.Brown, généralisée ensuite par S.Cleary etM.Stein à des familles de
groupes un peu plus généraux que les groupes de ThompsonFa etTa, consiste à remplacer
le problème de la présentation par un problème de nature topologique : les propriétés de
connexité et de contractibilité de certains complexes simpliciaux sur lequel le groupe agit.
Nous tenterons d’expliquer rapidement ces méthodes topologiques de K.Brown, d’abord
en traitant une application simple mais instructive (déduire de la propriété de présentation
finie deFa celle deTa) puis dans le cas général (l’étude directe des groupesFa et Ta).

I.1.3 Présentations explicites des groupesFa : méthode combinatoire

Nous avons défini des élémentsxi de F∞
a ; nous allons ici prouver que c’est un en-

semble de générateurs deF∞
a , et surtout donner des relations simples entre cesxi .

Les ǵenérateurs

Considérons un élément(F0,F) de F∞
a , F0 désignant la forêt triviale, etF une forêt

a-aire quelconque.
Si Fi désigne l’expansion de la forêtF où l’on remplace lai-ème feuille par una-

bouquet, on a(F0,F) = (Xi,Fi), et par conséquent le produit dexi par(F0,F) vaut

xi .(F0,F) = (F0,Xi)(F0,F) = (F0,Xi)(Xi,Fi) = (F0,Fi).

Par une récurrence immédiate sur le nombre dea-bouquets on en déduit que tout
élément de la forme(F0,F) s’écrit comme un produit d’élémentsxi . Et de même, tout
(G,F0) est un produit dex−1

i , car(G,F0) = (F0,G)−1.
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Tout élément(G,F) deF∞
a s’écrivant(G,F) = (G,F0)(F0,F), on a donc prouvé :

Proposition 2 Le groupe F∞a est engendŕe par les xi , i ∈ N.

On pourrait dès ici préciser une forme particulière souslaquelle s’écrivent les éléments
de F∞

a , la forme semi-normale, mais nous la démontrerons un peu plus loin en utilisant
les relations qui existent entre lesxi , et que nous allons maintenant déterminer.

Les relations

Nous avons trouvé un ensemble de générateurs{xi , i ∈N} deF∞
a . On veut maintenant

déterminer les relations entre ces générateurs ; pour cela considéronsi et j, 0 ≤ i < j,
et calculons le produitxix j en représentantxi et x j par les couples de forêts(F0,Xi) et
(F0,Xj) décrits précédemment :

a feuilles

.....

.....

.....

.....

.....

.....

..... .......... ..... .....

..... .....

a feuilles

.....

..... ..... .....

ji

i

i j

i
.....

ji

,

,

,

,

,

De même, le produitx j+a−1xi vaut :

a feuilles

.....

.....

.....

.....

.....

.....

..... .......... ..... .....

..... .....

a feuilles

.....

..... ..... .....i j

.....

j +a−1 i

j +a−1 j +a−1 i j

,

,

,

,

,

On constate que dans chaque cas, on est parti de la forêt triviale pour, en posant
deux bouquets sur les arbres-racines d’ordrei et j, obtenir finalement le même résultat ;
seul l’ordre des opérations, et la re-numérotation des feuilles dans le calculx j+a−1xi , est



24 CHAPITRE I. UN APERÇU DES GROUPES DE THOMPSON CLASSIQUES

différent dans les deux calculs. Et on a donc vérifié la relationxix j = x j+a−1xi entre les
générateurs du groupe.

Nous allons maintenant prouver que ces relations sont essentiellement les seules rela-
tions dans le groupeF∞

a .
Le plus simple pour cela est de passer par l’existence d’une forme semi-normale pour

les éléments du groupe défini par les générateursxi et les relationsxix j = x j+a−1xi , qui
nous permettra de montrer facilement que la surjection naturelle de ce groupe dansF∞

a est
injective.

La forme semi-normale

Nous avons déjà montré que tout élément deF∞
a est égal à un produit d’un produit de

x−1
i et d’un produit dexi ; grâce aux relations précédentes nous allons pouvoir facilement

améliorer ce résultat.
NotonsF

∞
a le groupe défini par les générateursxi et les relationsxix j = x j+a−1xi pour

i < j [autrement dit,F
∞
a est le quotient du groupe libre de base(xi)i∈N par le sous-groupe

normal engendré par les(xix jx
−1
i x−1

j+a−1)i< j ]. Il est clair queF
∞
a se surjecte surF∞

a .

Les éléments de ce groupe admettent une forme semi-normale :

Proposition 3 Toutélément deF
∞
a peut s’́ecrire xα0

0 xα1
1 . . .xαn

n . . .x−βn
n . . .x−β1

1 x−β0
0 , lesαi

et βi étant des entiers positifs ou nuls, et nuls pour i assez grand.

Démonstration:
On a pour toutj > 0, x0x j = x j+a−1x0, et donc aussix0x−1

j = x−1
j+a−1x0, ce qui permet de ’faire passer

à droite’ toutes les occurrences dex0 ; et on peut de même ’faire passer à gauche’ les occurrencesdex−1
0 .

Cela prouve que siw est un mot en les lettresxi et x−1
i contenant au moins une lettrex0 ou x−1

0 , on peut

l’écrire x−α
0 w′xβ

0 avecα, β positifs,w′ étant un mot en les lettresxi et x−1
i , i > 0, de longueur strictement

inférieure à celle dew .
Mais on peut répéter avecx1, x2, . . .cette opération jusqu’à ce que le motw′ obtenu soit le mot vide ;

cela prouve donc l’existence de la forme semi-normale.�

On montre alors l’isomorphisme :

Proposition 4 F
∞
a est isomorphèa F∞

a , autrement dit le groupe F∞a admet la pŕesentation
< xi | xix j = x j+a−1xi , i < j >.

Démonstration:
Il suffit de prouver l’injectivité, autrement dit prouver que siw dansF

∞
a s’envoie sur l’identité dansF∞

a ,
w = 1.

Considérons doncw, w 6= 1 dansF
∞
a d’image l’identité.

On peut écrirew sous une forme semi-normale et, quitte à remplacerw par un conjugué (qui s’enverrait

aussi sur l’identité) on peut supposer quew s’écrit w = x−αi
i x−αi+1

i+1 . . .xβi+1
i+1 xβi

i , avecαi 6= βi . Mais alorsw

est conjugué àx−αi+1
i+1 . . .xβi+1

i+1 xβi−αi
i . Chaquex j étant l’identité sur[0, j], l’image de cet élément est de pente

aβi−αi 6= 1 eni+, et ne peut donc être l’identité sur[0,+∞[. Par conséquent, il n’existe pas dew 6= 1 d’image
l’identité : l’application est injective.�

Présentation finie

Nous avons venons de trouver une présentation infinie régulière deF∞
a (donc deFa) ;

pour prouver que le groupe est de présentation finie il suffitdonc de montrer que cette
présentation finie se ramène à une présentation finie.
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Remarquons tout d’abord que le groupeF∞
a est engendré parx0, x1, . . ., xa−1 : si

i > 0, on ax0xi = xi+a−1x0, et par conséquentxi+n(a−1) = xn
0xix

−n
0 : on obtientx1+n(a−1)

en fonction dex0 et x1, x2+n(a−1) en fonction dex0 et x2, etc... le groupeF∞
a est donc de

type fini.
Il est alors facile de montrer que ce groupe est de présentation finie ; mais l’admet-

trons ici, en renvoyant à notre démonstration principaleconcernant la présentation finie
du groupeFΓ (cf.V.3.4), dans laquelle ce résultat (que nous n’utiliserons pas) sera prouvé
au passage.

Proposition 5 Le groupe Fa est de pŕesentation finie.

I.1.4 Présentation finie des groupesFa et Ta : méthodes topologiques

On vient de montrer que le groupeFa est, pour touta, de présentation finie. La des-
cription forestière que l’on utilise l’a pas d’équivalent pour le groupeTa ; pour montrer
que celui-ci est de présentation finie, le plus simple est d’utiliser une action deTa sur un
complexe simplicial.

Ta est de pŕesentation finie

L’objectif va être d’utiliser le théorème de K.Brown suivant ([4], [6]) :

Proposition 6 Soit G un groupe. S’il existe un G-complexe simplicial X, 1-connexe, tel
que les stabilisateurs des sommets sont de présentation finie, les stabilisateurs des arêtes
sont de type fini, et tel que X a un 2-squelette fini mod G, alors Gest de pŕesentation finie.

On considèreS0 = [0,1]/{0 = 1}∩Z[1/a] , et K le complexe simplicial des parties
finies deS0. Alors K est contractile,Ta agit sur le complexeK, et pour toutn, l’action est
transitive sur les simplexes de dimensionn deK. Enfin le stabilisateur d’un simplexe de
dimensionn est de la formeFn

a . Donc si l’on sait queFa est de présentation finie, on peut
appliquer ce théorème pour en déduire queTa est de présentation finie.

Pour les détails nous renvoyons à la démonstration du th´eorème 40, où par cette
méthode nous démontrons en détail queTΓ est de présentation finie à partir du résultat
pourFΓ.

Étude directe des groupesFa et Ta

Cette méthode permettant de généraliser àTa les propriétés deFa illustre une idée
beaucoup plus générale de K.Brown permettant de remplacer l’étude d’un problème de
théorie des groupes (type fini, présentation finie des groupes de Thompson, propriété
FP∞) par un problème de nature topologique (connexité, contractibilité de complexes
simpliciaux bien choisis)

K.Brown introduit ces techniques pour prouver que les groupes Fa et Ta sont de
présentation finie etFP∞. Par la suite M.Stein, S.Cleary, K.Brown lui-même les adaptent
et les améliorent pour étudier d’autres groupes de Thompson.

Nous n’avons pas su généraliser ces méthodes topologiques au cas des groupesFΓ
qui nous intéresse ici, et par conséquent nous ne les développons pas plus. L’article de
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M.Stein, qui explicite des présentations pour une assez large classe de groupes de Thomp-
son a cependant été une source d’inspiration utile pour leproblème de la présentation du
groupeFa,a+1 isomorphe àFΓ que nous étudions par la suite.

I.2 Le groupe PPSL2(Z)

Nous avons vu comment interpréterTa en tant que groupe d’homéomorphismes affines
par morceaux sur[0,1]/{0 = 1}, cet isomorphisme étant obtenu en associant à chaque
arbrea-aire une partition de[0,1]/{0 = 1}. En particulier dans le casa = 2, à chaque
bouquet de l’arbre correspond à une découpe régulière en deux d’un intervalle. Mais cette
construction peut s’imaginer en partant d’un autre ensemble que[0,1]/{0= 1}, avec une
autre règle de découpe en deux que la subdivision affine régulière ; c’est ce que nous
allons faire ici : à partir de subdivisions du bord du disquehyperbolique∂H, nous allons
obtenir un groupe isomorphe àT2 constitué d’homéomorphismesPSL2(Z) par morceaux.

I.2.1 Le groupe

Nous avons construit le groupeT2 avec une structure ’affine’ deS1, [0,1]/{0 = 1}, et
une combinatoire liée aux nombres dyadiquesZ[1/2]. La construction qui va suivre sera
analogue, à partir deS1 = ∂H et de l’ensemble des rationnelsQ̂ = Q∪{∞} ⊂ ∂H.

On va ici aussi définir les partitions standard, subdivisions (correspondant à un arbre
binaire) de la partition[∞,0], [0,∞] ; le ”milieu” m d’un intervalle[p/q, p′/q′] permet-
tant sa subdivision en deux intervalles[p/q,m] et [m, p′/q′] sera la somme de Farey des
extrémités : si pgcd(p,q) = 1, pgcd(p′,q′) = 1, on pose

m=
p
q
⊕

p′

q′
=

p+ p′

q+q′

On part donc de la partition de∂H en deux intervalles[∞ = −1
0 , 0

1], [0
1, 1

0 = ∞], et
on obtient successivement les points intermédiaires−1

1 et 1
1, puis −2

1 , −1
2 , 1

2, 2
1, ... Cette

énumération de Farey des rationnels décrit tout l’ensemble Q̂.

On peut alors associer à tout arbre binaire une partition de∂H dont les extrémités
sont dansQ̂, et si on se donne deux tels arbres binaires(a1,a2) ayant le même nombre
de feuilles f , et un élémentk de Z/ fZ, on peut associer au triplet(a1,a2,k) l’unique
application dePSL2(Z) qui envoie le premier intervalle défini para2 *sur l’intervalle
d’ordrek défini para1, et ainsi de suite en suivant un ordre cyclique.

On peut préciser cette application : siI = [p1/q1, p2/q2] et J = [p′1/q′1, p′2,q
′
2] sont

deux intervalles appartenant à des partitions standard, on a p1q2− p2q1 = −1 et p′1q′2−
p′2q′1 = −1.

(en effet ce résultat est vérifié pour les deux intervalles initiaux [−1
0 , 0

1], [0
1,

1
0], et s’il

l’est pour un intervalle[p/q, p′/q′], il l’est aussi pour[p/q,(p+ p)/(q+ q′)] car p(q+
q′)−q(p+ p′) = pq−qp+ pq′−qp′ = 1 ; de même pour[(p+ p′)/(q+q′), p′/q′].)

Alors

(
p1 p2

q1 q2

)
et

(
p′1 p′2
q′1 q′2

)
sont dansPSL2(Z) et envoient∞ et 0 respective-

ment surp1/q1 et p2/q2 et p′1/q′1 et p′2/q′2 ; par conséquent l’élément (unique) dePSL2(Z)
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qui envoieI surJ est

(
p1 p2

q1 q2

)(
p′1 p′2
q′1 q′2

)−1

=

(
p1q′2− p2q′1 −p1p′2 + p2p′1
q1q′2−q2q′1 −q1p′2 +q2p′1

)
.

Tout comme dans le cas affine du groupeT2, on peut montrer que si l’on se donne un
homéomorphisme de∂H qui estPSL2(Z) par morceaux, avec points de rupture surQ̂, on
peut le représenter par un triplet(a1,a2,k) dansT2, et cela nous montre quePPSL2(Z) est
isomorphe au groupeT2. Ainsi,

Proposition 7 T2 est isomorphe au groupe PPSL2(Z) des hoḿeomorphismes de∂H qui
sont PSL2(Z) par morceaux, avec points de rupture surQ̂.

F2 est isomorphe au sous-groupe de PPSL2(Z) deséléments qui fixent∞.

On a montré ici que le groupe combinatoireT2 est isomorphe à la fois au groupeT1
2

et au groupePPSL2(Z), ce qui bien entendu fournit un isomorphisme entre ces deux der-
niers groupes. Mais peut montrer directement que ces deux groupesT1

2 etPPSL2(Z) sont
conjugués par un homéomorphisme deS1 respectant la structure binaire de ces groupes.

On va construire cet homéomorphismeϕ entre[0,1]/{0 = 1} et ∂H par étapes : on
envoie d’abord 0 sur∞, 1/4 sur−1, 1/2 sur 0, 3/4 sur 1 ; puis on envoie successive-
ment tous les milieux des intervalles standard affines sur les ”milieux de Farey” des inter-
valles standard projectifs : 1/8= (0+1/4)/2 sur−2= ∞⊕−1, 3/8= (1/4+1/2)/2 sur
−1/2 =−1⊕0, 5/8 = (1/2+3/4)/2 sur 1/2 = 0⊕1, 7/8= (3/4+1)/2 sur 2= 0⊕∞,
et ainsi de suite en énumérant les intervalles standard. La restriction à]0,1[ et ∂H de ϕ
est alors une bijection strictement croissante entreZ[1/2]∩]0,1[ et Q, qui sont deux en-
sembles denses. Ainsi,ϕ se prolonge en un homéomorphisme qui respecte la structurede
partition standard, et par conséquent conjugue les deux groupes.

Nous utiliserons plus loin une application de même nature entre [0,1]/{0 = 1} et
∂H pour linéariser les groupesTΓ, sujet de notre étude. Mais si ici nous avons deux
démonstrations indépendantes de l’isomorphisme entreT et PPSL2(Z), l’une combina-
toire, l’autre qui utilise un homéomorphisme de conjugaison, pour montrer queTΓ est
isomorphe à un groupe d’homéomorphismes affines par morceaux, il sera nécessaire de
combiner les deux aspects.

I.2.2 Présentations du groupeT

Si l’on a sait que les groupesTa sont tous de présentation finie, il n’y a que pour le
groupeT qu’ont été données des présentations finies explicites; nous en citerons ici trois.

En suivant les notes originales de Thompson, J.Cannon, W.Floyd et W.Parry ([10])
explicitent directement une présentation finie deT2, basée sur les trois générateursA, B et
C précédemment donnés en exemple :

Proposition 8 Le groupe T admet une présentation finie avec les trois géńerateurs A, B
et C et les six relations

– [AB−1,A−1BA] = 1
– [AB−1,A−2BA2] = 1
– C= B(A−1CB)
– (A−1CB)(A−1BA) = B(A−2CB2)
– CA= (A−1CB)2

– C3 = 1
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En partant de cette présentation deT, L.Schneps et P.Lochak trouvent une autre
présentation dePPSL2(Z) n’utilisant que deux générateursα et β, α étant le générateur
d’ordre 3 dePSL2(Z) et β étant une racine carrée dansPPSL2(Z) du générateur d’ordre
2 dePSL2(Z) :

Proposition 9 le groupe PPSL2(Z) admet la pŕesentation

{α,β | α4,β3,(αβ)5, [βαβ,α2βαβα2], [βαβ,α2βα2βαβα2β2α2]}.

T.Tsuboı̈ aussi trouve une présentation deT en utilisant le groupe des applications
SL2(Z) par morceaux sur le cerclesS1, qui est isomorphe au groupeT (cf [27]).



Chapitre II

Les groupesTΓ et FΓ : généralit és

P. Greenberg dans [13] définit et entame l’étude d’une classe de sous-groupes naturels
de PPSL2(Z) : les éléments dePPSL2(Z) sont des homéomorphismes de∂H qui sont
PSL2(Z) par morceaux ; si on fixe un sous-groupeΓ dePSL2(Z), on peut naturellement
définir un sous-groupeTΓ dePPSL2(Z) en imposant à chacun de ces ”morceaux” d’ap-
partenir àΓ.

Le cas étudié par P. Greenberg est celui des sous-groupesΓ de PSL2(Z) d’indice
fini sans torsion, tels queH/Γ est une surface à pointes ; nous allons ici commencer par
donner une définition un peu plus générale des groupesTΓ etFΓ dans le cadre des groupes
fuchsiens, sous-groupes discrets dePSL2(R).

II.1 D éfinitions

Soit Γ un groupe fuchsien. On notep(Γ) l’ensemble des points fixes des paraboliques
deΓ ; on suppose que∞ ∈ p(Γ).

Définition 3 Le groupe TΓ est le groupe des hoḿeomorphismes f de∂H tels qu’existent
γ0, . . .,γn dansΓ et des p0 < p1 < p2 < .. .< pn < p0 dans p(Γ), avec pour i= 0, . . . ,n−1,
f|[pi ,pi+1] = γi.

Le groupe FΓ est le sous-groupe de TΓ deséléments qui fixent∞.

Le premier exemple est bien sûrΓ = PSL2(Z), et on retrouveTPSL2(Z) = PPSL2(Z).

Un autre exemple, qui sera l’archétype des groupes de genre0 que nous étudierons

dans la suite, est le sous-groupeΓ(2) dePSL2(Z) des éléments

(
a b
c d

)
tels quea et d

sont impairs etb etc pairs ; le quotientH/Γ(2) est alors une surface, homéomorphe à une
sphère privée de trois points.

Un exemple de groupe donnant une surface de genre strictement positif est le groupe
des commutateurs dePSL2(Z),

PSL′2(Z) = [PSL2(Z),PSL2(Z)];

H/PSL′2(Z) est un tore privé d’un point (cf [20]).

29
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Le quotient deH par un groupe fuchsienΓ n’est pas nécessairement une surface :
on peut bien entendu citer le groupePSL2(Z) lui-même, le quotientH/PSL2(Z) est un
orbifold. Nous restreindrons notre étude au cas où le quotient H/Γ est une surface à
pointes.

II.2 Conjugaisons entreTΓ

On fixeΓ un groupe fuchsien, tel queH/Γ est une surface à pointes ; c’est cette surface
qui détermine les groupesFΓ et TΓ :

Proposition 10 TΓ et FΓ ne d́ependent,̀a conjugaison pr̀es, que de l’espace topologique
H/Γ.

En effet, considéronsΓ1 et Γ2 deux groupes fuchsiens tels queH/Γ1 et H/Γ2 sont
homéomorphes.

Fixons un homéomorphismeh : H/Γ1 → H/Γ2 ; il se relève au revêtement universel
en un homéomorphismeH : H → H, tel que, pour toutγ1 dansΓ1, il existeγ2 ∈ Γ2 tel que
H ◦ γ1 = γ2◦H. Ainsi, HΓ1H−1 = Γ2, etH envoiep(Γ1) bijectivement surp(Γ2).

Ainsi, H conjugueTΓ1 et TΓ2, et de mêmeFΓ1 etFΓ2.

Par conséquent, pour étudier les groupesFΓ etTΓ, il nous suffira de trouver un groupe
Γ particulier pour chaque classe d’homéomorphisme deH/Γ.

II.3 R ésultats connus

Dans [13], P. Greenberg, en déterminant l’abelianisé du groupeFΓ et en prouvant qu’il
n’est pas de type fini sig(Γ) > 0, obtient :

Théorème :Si g(Γ) > 0, FΓ n’est pas de type fini.

Mais en genre 0,Fab
Γ est de type fini et cette méthode ne permet donc pas de conclure.

L’objet de ce texte est de montrer qu’en genre 0,FΓ etTΓ sont -tout comme les groupesF
et T ∼ PPSL2(Z)- de type fini, et même de présentation finie.



Chapitre III

Lin éarisation des groupesFΓ et TΓ en
genre 0

On fixe ici un groupe fuchsienΓ de genre 0, tel queH/Γ est une surface à pointes ; on
a vu queFΓ et TΓ ne dépendent, à conjugaison près, que du nombre de cusps deH/Γ.

Notre principal objectif sera de prouver que les groupesFΓ et TΓ sont de présentation
finie. Dans ce but, nous allons nous ramener à l’étude de groupes d’homéomorphismes
affines par morceaux sur[0,∞[, et nous pourrons généraliser les méthodes appliquéesdans
le chapitre I aux groupesF∞

a pour donner une présentation explicite du groupe, et montrer
qu’elle se ramène à une présentation finie.

Pour cela nous allons donc ici conjuguer les groupesTΓ et FΓ à des groupes d’appli-
cations affines par morceaux sur[0,1]/{0 = 1}, puis le groupeFΓ à un groupe du même
type sur[0,∞[ ; dans les chapitres suivants ce sont ces groupes qui seront ´etudiés.

Le résultat fondamental ici est la description de la premi`ere de ces conjugaisons, entre
TΓ et un groupeT1

a,a+1 d’applications affines par morceaux. Pour l’obtenir nous nous

inspirons de la preuve exposée au chapitre I de l’isomorphisme entreFa et F1
a . Mais il

est ici nécessaire de combiner les aspects purement combinatoires (couples d’arbres avec
marquages) et les aspects topologiques pour décrire avec précision en tant que groupe
affine par morceaux le conjugué deTΓ.

III.1 Description des groupesTΓ et FΓ

Nous voulons donner une description combinatoire des groupesTΓ etFΓ, en décrivant
comment ils agissent sur certains intervalles particuliers de∂H, liés à la géométrie des
groupesΓ, que l’on appellera intervalles standard.

La première étape consistera à définir ces intervalles standard et une application de
marquage sur ces intervalles ; ensuite nous décrirons les ´eléments du groupeTΓ comme
des couples de partitions de∂H formées d’intervalles standard ayant des marquages iden-
tiques.

III.1.1 Le groupe Γ

On considère, pourn entier supérieur ou égal à 3, un(2n− 2)-goneP de H aux
sommets dans∂H, l’un d’entre eux étant∞ ; on peut indexer les sommets parZ/(2n−

31
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2)Z : S0 = ∞, S1, S2, . . ., S2n−3, et considérer pouri ∈ {0, . . . ,n−2} l’applicationϕi qui
envoie le coté[Si ,Si+1] sur le coté[S2n−2−i ,S2n−3−i ].

ϕn−2Sn−1

Sn+1

S2n−4

S2n−3

ϕ0

S1

S2

Sn−2

ϕ1 S0 = ∞

Ces applicationsϕi engendrent alors un groupeΓ de genre 0 avecn cusps (corres-
pondant aux sommets,S1 et S2n−3, S2 et S2n−4, . . ., Sn−2 et Sn étant identifiés), dont un
domaine fondamental estP .

Par exemple pourn = 3 si on considère le polygoneP :

ϕ1 ϕ0

S3 = 1

S0 = ∞

S1 = −1

S2 = 0

, on a

ϕ0 =

(
1 2
0 1

)
= (z 7→ z+2) et ϕ1 =

(
1 0
2 1

)
= (z 7→ z

2z+1),
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et le sous-groupe engendré parϕ0 etϕ1 est le groupe (cf.[20])

Γ(2) = {

(
a b
c d

)
∈ PSL2(Z)|a,d ≡ 1(2),b,c≡ 0(2)}

Plus généralement, en prenantS1 = −n+2, S2 = −n+3, . . .,Sn−2 = −1, Sn+1 = 1,
. . ., S2n−3 = n−2, les applicationsϕi sont dansPSL2(Z), et avec la proposition 10, on
peut donc trouver pour chaque valeur den supérieure ou égale à 3 un exemple de groupe
Γ dansPSL2(Z) tel queH/Γ est une surface de genre 0 avecn cusps.

Dans tout ce qui suit, on peut donc supposer le groupeΓ dansPSL2(Z).

III.1.2 Les intervalles standard

Notons Gen(Γ) l’ensemble{ϕi ,ϕ−1
i , i = 0, . . .n−2}.

On appelle polygone standard de rang 0 le polygoneP , et pour toutk≥ 0, un polygone
standard de rangk+1 est l’image par l’un des éléments de Gen(Γ) d’un polygone standard
de rangk. On obtient ainsi une énumération du pavageΓ.P deH.

Par exemple pour le groupeΓ(2) on peut représenter le polygone de rang 0,P , les 4
polygones de rang 1,ϕ0P , ϕ1P , ϕ−1

0 P , ϕ−1
1 P , trois des polygones de rang 2,ϕ−1

0 ϕ−1
0 P ,

ϕ−1
0 ϕ−1

1 P , ϕ−1
0 ϕ1P , et un polygone de rang 3,ϕ−1

0 ϕ−1
0 ϕ−1

1 P .

1

2

3

1/2

1/3

0

-1/3

-1/2

-1

-2

∞

-3/2

-5/3

-7/3

-5/2

-3ϕ−1
1 P

ϕ1P ϕ0P

ϕ−1
0 P

P

ϕ−1
0 ϕ−1

0 P

ϕ−1
0 ϕ−1

1 P

-9/2
-13/3
-4

-5

ϕ−1
0 ϕ1P

ϕ−2
0 ϕ−1

1 P

On définit les intervalles standard de rang 0 comme les intervalles de∂H délimités par
le polygone de rang 0 :[S0S1], [S1S2], . . ., [S2n−3S0].

Considérons un polygone standard de rangk+1, aveck≥ 0. Alors un de ses cotésC
appartient à polygone standard de rangk ; les autres cotés définissent 2n−3 intervalles
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de∂H, que l’on appellera intervalles standard de rangk+1, et qui subdivisent l’intervalle
standard de rangk défini par le cotéC.

Sur la figure précédente on a ainsi représenté :
– tous les intervalles standard de rang 0 :[∞,−1], [−1,0], [0,1], [1,∞],
– tous les intervalles standard de rang 1 :[∞,−3], [−3,−2], [−2,−1], [−1,−1

2],
[−1

2,−1
3], [−1

3,0], [0, 1
3], [1

3, 1
2], [1

2,1], [1,2], [2,3], [3,∞],
– les intervalles[−3

2 ,−1], [−5
3 , −3

2 ], [−2, −5
3 ], [−7

3 ,−2], [−5
2 , −7

3 ], [−3, −5
2 ], [−4,−3],

[−5,−4] et [∞,−5] de rang 2,
– les intervalles[−13

3 ,−4], [−9
2,−13

3 ], [−5,−9
2] de rang 3.

III.1.3 Le marquage des intervalles standard

On va maintenant définir un marquage sur les intervalles standard, application qui a
un intervalle associe un élément deZ/(2n−2)Z, qui nous permettra de caractériser les
éléments deTΓ.

Commençons par remarquer :

Proposition 11 Γ agit librement sur l’ensemble des intervalles standard, etles orbites
des intervalles standard de rang 0 forment une partition de l’ensemble des intervalles
standard.

Démonstration:
Il est clair par construction qu’un intervalle standard estl’image par un élément deΓ d’un intervalle

standard de rang 0.
Réciproquement si on se donneγ ∈ Γ\{Id}, on peut l’écrireγ = γkγk−1 . . .γ2γ1, chaqueγi étant dans

Gen(Γ), et γiγi−1 6= 1. Mais alors si on se donne un intervalle standardI de rang 0, on voit succes-
sivement queγ1.I est un intervalle standard de rang 1,γ2γ1.I est un intervalle standard de rang 2, ...,
γ.I = γkγk−1 . . .γ2γ1I est un intervalle standard de rangk.

On a au passage prouvé que l’image parγ ∈ Γ d’un intervalle standard de rang 0 n’est de rang 0 que si
γ = Id, et donc les intervalles standard de rang 0 sont d’orbites disjointes.�

On définit alors l’application de marquagem de l’ensemble des intervalles standard
dansZ/(2n− 2)Z par m([Si,Si+1]) = i pour i ∈ Z/(2n− 2)Z, et si I est un intervalle
standard de rang non nul,m(I) est le marquage de l’unique intervalle standard de rang 0
qui est dans l’orbite deI .

Alors cette applicationm a les propriétés :

Proposition 12 – Si I1 et I2 sont deux intervalles standard, il existeγ ∈ Γ tel que
γI1 = I2 si et seulement si m(I1) = m(I2).

– Si on subdivise un intervalle de marquage m, les marquages des intervalles obtenus
sont−m,−m+1, . . . ,−m+2n−4.

Démonstration:
Le premier point est immédiat ; pour le deuxième, par le mode de construction des intervalles standard,

il suffit de prouver le résultat pour un intervalle de rang 0.
Soit [Si,Si+1] un intervalle de rang 0, on le subdivise en des intervalles qui sont images parϕ2n−3−i

(si i = n− 1, . . ., 2n− 3) ou ϕ−1
i (si i = 0, . . ., n− 2) des intervalles de rang 0[S2n−2−i,S2n−2−i+1],

[S2n−2−i+1,S2n−2−i+2], . . ., [S2n−2−i+2n−4,S2n−2−i+2n−3].
Ainsi les marquage des intervalles obtenus sont−i, −i +1, . . ., −i +2n−4.�
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III.1.4 Description de TΓ

On a défini plus haut la notion d’intervalles standard ; on vadans la suite appeler
partition standard une suite d’intervalles standardI0 = [∞,a1], I1 = [a1,a2], . . ., Il−1 =
[al−1,∞] qui recouvrent une seule fois le cercle (i.e∞ n’est dans aucun desI1, . . ., Il−2).

Une expansion élémentaire d’une partition standard consiste subdiviser un des inter-
valles qui la composent par les 2n−3 intervalles standard de rang un de plus correspon-
dant. Une expansion est une suite finie d’expansions élémentaires ; on remarque que toute
partition standard est une expansion de la partition constituée des intervalles de rang 0.

On appelle marquage d’une partition standard la suite des marquages des intervalles
qui la composent.

Soit f ∈ TΓ. Comme les extrémités des intervalles standard sont exactementQ̂ = Q∪
{∞}, il existe une partition standardI0, I1, . . ., Il−1 et des éléments deΓ, γ0, γ1, . . ., γl−1
tels quef coı̈ncide avecγi sur chaqueIi ; on dit qu’une telle partition est adaptée àf .

Par construction des intervalles standard, chacun desγi(Ii) est un intervalle standard,
et on peut voir l’image de la partition (I0, I1, . . ., Il−1) comme une partition standard
pointée : on pointef (I0) et la partition est à considérer en suivant un ordre cyclique. On a
donc associé à chaque élément deTΓ un couple de partitions standard ( (f (I0), f (I1), . . .,
f (Il−1)) , (I0, I1, . . ., Il−1) ) constituées du même nombre d’intervalles.

On s’intéresse maintenant à la réciproque : étant donn´ees deux partitions standard
avec le même nombre d’intervalles, définissent-elles un ´elément deTΓ ? La réponse est
facile en utilisant la notion de marquage définie précédemment : deux intervalles standard
s’envoient l’un sur l’autre par un élément deΓ si et seulement si ils ont même marquage.
Ainsi un élément deTΓ envoie une partition standard adaptée sur une partition standard
de même marquage (le marquage deIi correspond au marquage def (Ii) et ainsi de suite,
pour touti). Réciproquement deux partitions standard de même marquage définissent un
élément deTΓ en ’recollant’ les éléments deΓ obtenus pour chaque couple d’intervalles
se correspondant dans les deux partitions..

Le sous-groupeFΓ deTΓ des éléments qui fixent∞ correspond aux couples de parti-
tions standard(p1, p2) où l’intervalle pointé dep1 est le premier (celui de la forme[∞,∗]).

III.2 Description de T1
2n−3,2n−2

Maintenant que nous avons décritTΓ et FΓ de manière combinatoire à l’aide de parti-
tions standard, nous allons donner un groupe d’homéomorphismes affines par morceaux
qui admet la même description combinatoire.

On considère l’ensemble des homéomorphismes de[0,1]/{0 = 1} affines par mor-
ceaux, avec des points de rupture sur12n−2Z[ 1

2n−3] et des pentes dans< 2n− 3 >. Ils
forment un groupe que l’on noteT 1

2n−3,2n−2.
On va construire une notion de partition standard ici aussi,qui nous permettra de

définir un sous-groupeT1
2n−3,2n−2. Pour cela on part du polygone régulier de sommets

0, 1
2n−2, , . . . , 2n−3

2n−2, et on découpe chacun de ces intervalles de manière régulière en 2n−3,
et on répète l’opération. On construit ainsi une énumération de 1

2n−2Z[ 1
2n−3]∩ [0,1]/{0=

1}, et on définit dans ce cadre de manière analogue les intervalles standard, la notion
d’expansion, et les partitions standard.
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Soit f ∈ T 1
2n−3,2n−2.

On peut alors représenterf par un couple de partitions standard(p1, p2) ayant le
même nombre d’intervalles,p1 ayant un intervalle pointé,f associant de manière affine
les intervalles dep2 sur ceux dep1, en commençant par envoyer le premier intervalle de
p2 sur l’intervalle pointé dep1.

Sur chaque intervalle standard (pour une partition adaptée) f est de la formef (x) =
(2n−3)kx+ p

(2n−2).(2n−3)q aveck, p∈ Z et q entier positif.

Définition 4 T1
2n−3,2n−2 est le sous-groupe des f∈ T 1

2n−3,2n−2 où, avec les notations
préćedentes, sur chaque intervalle, p est un multiple de2n−2.

On vérifie que l’application affine qui envoie l’intervalle[ k
(2n−2).(2n−3)a ,

k+1
(2n−2).(2n−3)a ]

sur[ k′

(2n−2).(2n−3)a′ ,
k′+1

(2n−2).(2n−3)a′ ] a pour partie de translation k′−k
(2n−2).(2n−3)a′ . On associe à

chaque intervalle[ k
(2n−2).(2n−3)a ,

k+1
(2n−2).(2n−3)a ] la valeur dek modulo 2n−2, et à chaque

partition standard un marquage constitué de la suite de cessymboles. On remarque que
l’on a la règle de subdivision suivante sur les marquages :

(. . . , l , . . .) → (. . . ,−l ,−l +1, . . . ,−l +2n−4, . . .)

Proposition 13 Pour f ∈ T 1
2n−3,2n−2, représent́ee par un couple de partitions standard

et une feuille point́ee, f est dans T12n−3,2n−2 si et seulement si les partitions ont des mar-
quages qui se correspondent.

Si on définitF1
2n−3,2n−2 comme le sous-groupe deT1

2n−3,2n−2 des éléments fixant 0= 1,
il correspond aux couples de partitions(p1, p2) tels que le premier intervalle (celui de la
forme[0,∗]) de p1 est pointé.

Remarque : Ces groupesT 1
2n−3,2n−2 apparaissent chez Minakawa (M.Stein traite

également de larges classes de groupes de Thompson qui les contiennent aussi). En re-
vanche, à notre connaissance, les groupesF1

2n−3,2n−2 etT2n−3,2n−2 que nous allons étudier
n’ont jamais été considérés.

III.3 La conjugaison

On va définir un homéomorphismeϕ deS1 ≃ ∂H dansS1 ≃ [0,1]/{0= 1} qui envoie
partitions standard sur partitions standard en respectantles marquages, et par conséquent
conjugueTΓ et T1

2n−3,2n−2.
On peut définir une bijection strictement croissante

ϕ : Q∪{∞} −→
1

2n−2
Z[

1
2n−3

]∩ [0,1]/{0= 1}

en envoyantS0 sur 0,S1 sur 1
2n−2, ..., S2n−3 sur 2n−3

2n−2, puis de proche en proche en asso-
ciant les points obtenus à chaque nouvelle étape des deux constructions précédentes, dans
l’ordre trigonométrique. La construction des intervalles standard dans∂H nous donne
tous les éléments deQ∪{∞}, et la construction affine tous les éléments de12n−2Z[ 1

2n−3]∩
[0,1]/{0= 1}.
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Proposition 14 ϕ étant une bijection strictement croissante d’un ensemble dense dans S1

sur un ensemble dense dans S1, elle se prolonge en un homéomorphisme de S1.

Proposition 15 ϕ préserve la structure de partition standard : l’image parϕ d’une par-
tition standard de∂H est une partition standard de[0,1]/{0= 1} de m̂eme marquage, et
ϕ respecte l’oṕeration d’expansion.

CommeTΓ etT1
2n−3,2n−2 peuvent être décrits comme des couples de partitions standard

de même marquage, et queϕ envoie les partitions standard sur les partitions standarden
conservant le marquage,ϕ conjugue ces deux groupes. De la même manièreϕ conjugue
les deux sous-groupesFΓ et F1

2n−3,2n−2.

On peut représenter une partition standard par un arbre quidécrit comment on subdi-
vise la partition standard de rang 0 ([∞,S1], [S1,S2], . . ., [S2n−4,S2n−3], [S2n−3,∞] dans le
cas projectif,[0, 1

2n−2], [ 1
2n−2, 2

2n−2], . . ., [2n−4
2n−2, 2n−3

2n−2], [2n−3
2n−2,1] dans le cas affine) : pour la

partition de rang 0 on utilise un arbre à une racine et 2n−2 arêtes, chacune des feuilles
représentant un des intervalles de la partition, et pour chaque subdivision d’un intervalle
de la partition on pose un arbre à une racine et 2n−3 arêtes sur la feuille correspondante.

Exemple 1 :Considérons, pour les groupesFΓ(2) etF1
3,4, le couple (T2,T1) suivant :

T2 T1

T1 représente la partition[∞,−3], [−3,−2], [−2,−1], [−1,0], [0,1], [1,∞] de∂H, et la
partition[0,1/12], [1/12,2/12], [2/12,1/4], [1/4,1/2], [1/2,3/4], [3/4,1] de[0,1].

T2 représente la partition[∞,−1], [−1,0], [0,1], [1,2], [2,3], [3,∞] de∂H, et la partition
[0,1/4], [1/4,1/2], [1/2,3/4], [3/4,10/12], [10/12,11/12], [11/12,1] de[0,1].

Ainsi les applications correspondantes, conjuguées parϕ, sontz 7→ z+2 dansFΓ(2) et

x 7→

{
3x si x∈ [0,1/4]

(x−2)/3 six∈ [1/4,1]
dansF [0,1]

3,4 .

On remarque en particulier que le nombre de points de rupturedes applications est
majoré par le nombre de feuilles des arbres les représentant, mais que certains éléments
sans point de rupture deFΓ(2) sont nécessairement définis par des couples d’arbres ayant
plusieurs feuilles.

Exemple 2 :De même le couple (T4,T3) :
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T3T4

définit sur∂H et sur[0,1] les applications

z 7→





z sur[∞,−1
2]

−5z+2
8z+3 sur[−1

2,−2
5]

5z+2
2z+1 sur[−2

5,0]

z+2 sur[0,∞]

et x 7→





x sur[0, 4
12]

3x−2/3 sur[ 4
12,

14
36]

9x−3 sur[14
36,

15
36]

x+1/3 sur[ 5
12,

1
2]

(x+2)/3 sur[1
2,1]

.

Exemple 3 :
On considère cette fois le couple (T5, T6)

T5 T6

T5 représente la partition (la feuille 4 est pointée)[1
2,1], [1,∞], [∞,−1], [−1,0], [0, 1

3],
[1
3, 1

2] de∂H, et la partition de[0,1] [8/12,9/12], [3/4,1], [0,1/4], [1/4,1/2], [1/2,7/12],
[7/12,8/12].

T6 représente la partition[∞,−1], [−1, −1
2 ], [−1

2 , −1
3 ], [−1

3 ,0], [0,1], [1,∞] de∂H, et la
partition[0,1/4], [1/4,4/12], [4/12,5/12], [5/12,1/2], [1/2,3/4], [3/4,1] de[0,1].

(T5,T6) correspond à l’applicationz→ z
2z+1 sur∂H, et sur[0,1] à l’application

x 7→






(x+2)/3 sur[0, 1
4]

3x sur[1
4, 4

12]

3x−1 sur[ 4
12,

1
2]

(x+1)/3 sur[1
2,1]

Il s’agit donc d’un autre exemple d’élément, dans les groupesT et pas dansF cette
fois, qui est dansΓ et donc sans point de rupture sur∂H, mais qui n’est pas affine vu
comme application affine par morceaux..

Exemple 4 :
En revanche si l’on considère le couple (T7, T1) suivant :
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T1T7

T7 représente la partition[∞,−1], [−1,−1/2], [−1/2,−1/3], [−1/3,0], [0,1], [1,∞]
de ∂H, et la partition[0,1/4], [1/4,1/3], [1/3,5/12], [5/12,1/2], [1/2,3/4], [3/4,1] de
[0,1].

Alors les applications correspondantes ne sont pas dansTΓ(2) ni dansT1
3,4 (par exemple

l’application affine envoyant[1/12,2/12] sur [1/4,4/12] estx 7→ x+ 1/6, l’élément (de
PSL2(Z)) qui envoie[−3,−2] sur[−1,−1

2] estz 7→ −1
z+4).

Cela est dû au fait que les marquages des deux partitions définies parT1 et T7 ne sont
pas identiques.

Cette description deTΓ par des couples d’arbres avec marquages est intéressante pour
décrire le groupe linéariséT1

a,a+1 ; mais la présence de l’application de marquage rend ma-
laisée la fabrication d’éléments du groupe, et la détermination d’une présentation. Nous
allons donc définir un isomorphisme entreF1

a,a+1 et un groupeF∞
a,a+1 ⊂Homéo+([0,+∞[)

qui aura une description sous forme de couples, non pas d’arbres, mais de forêts, et
nous verrons que cette structure forestière sera bien adaptée à la détermination d’une
présentation.

III.4 Isomorphisme entre F1
a,a+1 et F∞

a,a+1

Dans ce qui précède on a montré que siΓ est de genre 0,FΓ est isomorphe à un groupe
affineF1

2n−3,2n−2 oùn est le nombre de cusps deH/Γ. On s’intéressera aux groupes affines
F1

a,a+1 poura≥ 3, a impair, mais tout ce qui suit est vrai quelle que soit la parité dea.
On va définir un groupe affine par morceaux sur[0,∞[, que l’on noteraF∞

a,a+1, et on

montrera qu’il est conjugué àF1
a,a+1. C’est ce groupe que l’on prouvera être de type fini

dans la suite.
On s’intéresse à des homéomorphismes affines par morceaux sur [0,+∞[ ; une telle

application est dérivable sauf au plus en un nombre fini de points, appelés points de rup-
ture. On noterabk( f ) l’ensemble des points de rupture d’une applicationf .

Définition 5 Pour a entier suṕerieur ouégal à 2, F∞
a,a+1 est le groupe des applications

affines par morceaux sur[0,+∞[ avec points de rupture (en nombre fini) dansZ[1/a],qui
sont de la forme x→ aαx+(a+ 1) p

aq sur chaque intervalle òu elle est affine, et valent
x+(a2−1)b à l’infini, b entier.

Considérons l’applicationψ′
a : [0,1[→ [0,∞[ définie par morceaux comme suit :

sur chaque[an−1
an , an+1−1

an+1 ] pour n ≥ 0, ψ′
a est définie parψ′

a(x) = (a+ 1)an+1x+

(a2−1)(n−a−a2− . . .−an). Par conséquentψ′
a envoie pour chaquen≥ 0 l’intervalle

[an−1
an , an+1−1

an+1 ] sur l’intervalle[n(a2−1),(n+1)(a2−1)].



40 CHAPITRE III. LINÉARISATION DES GROUPESFΓ ET TΓ EN GENRE 0

Proposition 16 ψ′
a est un hoḿeomorphisme de[0,1[ sur [0,∞[ qui conjugue F1a,a+1 et

F∞
a,a+1.

Démonstration:
ψ′

a est continue et strictement croissante ; de plusψ′
a(0) = 0 et lim1 ψ′

a = +∞ : ψ′
a est donc bien un

homéomorphisme sur[0,1[ sur[0,+∞[.
ψ′

a envoie bijectivement 1
a+1Z[1

a]∩ [0,1[ surZ[1
a]∩ [0,+∞[ ; c’est immédiat à vérifier car on a la forme

explicite deψ′
a et ψ′−1

a .
Si f est dansF1

a,a+1, au voisinage de 1,f est de la formex → ak(x− 1)+ 1 donc pour toutn assez

grand et toutk positif, f envoie les intervalles[an−1
an , an+1−1

an+1 ] sur [an−k−1
an−k , an−k+1−1

an−k+1 ], et par conséquent, au

voisinage de l’infiniψ′
a f ψ′−1

a est de la formex→ x−k(a2−1). Cela montre au passage queψ′
a f ψ′−1

a a un
nombre fini de points de rupture. Et ceux-ci sont dansZ[1/a].

En chaque pointx de [0,∞[ on peut trouvern,n′,k, p,q entiers tels que

(ψ′
a f ψ′−1

a )(x) = (a+1)an+1(ak x−(a2−1)(n′−a−...−an′ )

(a+1)an′+1 + p
aq )+ (a2−1)(n−a− . . .−an)

= an+k−n′x+ (a+1)an+1p
aq − (a2−1)(n′−a−...−an′

an′−n−k −n+a+ . . .+an)

qui est bien de la forme voulue. Ainsi,ψ′
a f ψ′−1

a est dansF∞
a,a+1.

De même, sig∈ F∞
a,a+1 on vérifie queψ′−1

a gψ′
a est dansF [0,1]

a,a+1 ; en effet en chaque pointy de[0,∞[ on

peut trouvern,n′,k, p,q entiers tels que(ψ′−1
a f ψ′

a)(y) =

1
(a+1)an+1 ak[(a+1)an′+1y+(a2−1)(n′−a− . . .−an′)]+ (a+1) p

aq − (a2−1)(n−a− . . .−an)

= 1
an+1 ak[an′+1y+(a−1)(n′−a− . . .−an′)]+ p

aq − (a−1)(n−a− . . .−an)

qui est bien de la forme voulue. Ainsi,ψ′−1
a gψ′

a est dansF1
a,a+1. �

On peut noter que sif est l’identité au voisinage de 0 ou 1,ψ′
a f ψ′−1

a est l’identité au
voisinage respectivement de 0 et∞.



Chapitre IV

FΓ est de type fini

IV.1 Étude deF∞
a,a+1

Tout ce qui suit concernant uniquement le groupeF∞
a,a+1, on le notera iciFa,a+1.

Le but de cette partie est de montrer que le groupeFa,a+1 est de type fini pour touta
impair supérieur ou égal à 3.

IV.1.1 Introduction

Dans la suite on adopte les notations suivantes pour désigner un élémentf deFa,a+1 :
il existe 0< p1 < p2 < .. . < pn ∈ Z[1/a], a0,a1, . . . ,an−1 ∈ Z, b1, . . . ,bn−1 ∈ Z[1/a],
bn ∈ Z, tels que

f (t) =





aa0t sur[0, p1]
aa1t +(a+1)b1 sur[p1, p2]
...
aan−1t +(a+1)bn−1 sur[pn−1, pn]
t +(a2−1)bn sur[pn,+∞[

On posep′i = f (pi).
Enfin, on fera l’abus de langage de dire qu’un élément deZ[1/a] est divisible para+1

(resp.a2−1) s’il est de la forme(a+1)p
aq (resp.(a

2−1)p
aq ) avecp∈ Z, q∈ N.

On va montrer queFa,a+1 est engendré par les trois classes d’éléments suivantes:
– Le sous-groupeFa2 constitué des applications dont toutes les pentes sont despuis-

sances non pas dea mais dea2. Fa2 est un groupe de Thompson classique, connu
pour être de type fini [10].

– Le sous-groupeFa des applications à points de rupture dans(a+1)Z[1/a] ;
Fa est isomorphe, par la conjugaisonx → (a+ 1)x au groupe de Thompson clas-
siqueFa, lui aussi de type fini [10].

– Les applicationsϕα,l ,l ′ (ainsi que leurs inverses) définies, pourα, l , l ′ entiers avec

41
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l ′ > l , parϕα,l ,l ′(t) =





t de[0, p(l)] dans[0, p(l)]
a2α+1t − (a2α+1−1)p(l) de[p(l), p(l ′)]

dans[p(l), p(l +a2α+1(l ′− l))]
t +(a2α+1−1)(a+1)(l ′− l) de[p(l ′),∞[

dans[p(l +a2α+1(l ′− l)),∞[

où l’on notep(l) = (a+1)l + a+1
2 .

IV.1.2 Une transformation préliminaire

Le but de ce paragraphe est de montrer que l’on peut se ramenerà une application
valant l’identité au voisinage de 0.

Soit f dansFa,a+1 aveca0 > 0.
Fixonsp le plus petit entier positif tel que(a+1)p≥ pn.
Posons

ψ(t) =

{
aa0t sur[0, p(a+1)]
t + p(a+1)(aa0 −1) sur[p(a+1),+∞[.

Alors ψ ∈ Fa, et

ψ−1(t) =

{
a−a0t sur[0, p(a+1)aa0]
t − p(a+1)(aa0 −1) sur[p(a+1)aa0,+∞[.

Un petit calcul donne :f ψ−1(t) =






t sur[0,aa0 p1]
aa1−a0t +(a+1)b1 sur[aa0 p1,aa0 p2]
...
aan−1−a0t +(a+1)bn−1 sur[aa0 pn−1,aa0 pn]
a−a0t +(a2−1)bn sur[aa0 pn,aa0 p(a+1)]
t +(a2−1)bn− p(a+1)(aa0 −1) sur[aa0 p(a+1),+∞[

Si par contrea0 < 0, on fixep entier tel que(a+1)p > p′n et on pose

ψ(t) =

{
a−a0t sur[0,(a+1)p]
t + p(a+1)(a−a0 −1) sur[(a+1)p,+∞[

Alors ψ ∈ Fa et ψ f (t) =






t sur[0, p1]
aa1−a0t +a−a0(a+1)b1 sur[p1, p2]
...
aan−1−a0t +a−a0(a+1)bn−1 sur[pn−1, pn]
a−a0t +a−a0(a2−1)bn sur[pn,(a+1)p− (a2−1)bn]
t +(a2−1)bn+ p(a+1)(a−a0 −1) sur[(a+1)p− (a2−1)bn,+∞[

Si on note dans chacun des casT1( f ) l’application ainsi obtenue, on a donc :
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Proposition 17 Si f ∈ Fa,a+1 il existe T1( f ) ∈ Fa,a+1 tel que :
– T1( f ) est le produit de f par uńelément deFa

– T1( f ) est l’identit́e au voisinage de 0
– Les points de rupture de T1( f ) sont ceux de f et un point, entier, plus grand que les

préćedents et divisible par a+1.
– En particulier T1( f ) et f ont le m̂eme nombre de points de rupture non divisibles

par a+1
– T1( f ) et f ont le m̂eme nombre d’intervalles sur lesquels les parties de translation

(les(a+1)bi) ne sont pas divisibles par a2−1

IV.1.3 Une deuxìeme transformation

Ici on va montrer que l’on peut se ramener au cas où tous les points de rupture sont
entiers.

On fixeα ∈ N, p1 < p2 < .. . < pn ∈ N tels que les points de rupture def s’écrivent
pi

a2α . p′i = f (pi/a2α), le reste des notations étant inchangé.
Soit f dansFa,a+1 et p le plus petit entier positif tel que(a+1)p+(a2−1)bn ≥ p′n et

(a+1)pa2α ≥ pn.
On définitϕ par

ϕ(t) =

{
a−2αt sur[0,(a+1)pa2α]
t +(a+1)p− (a+1)pa2α sur[(a+1)pa2α,+∞[

Alors ϕ ∈ Fa∩Fa2, et

ϕ−1(t) =

{
a2αt sur[0,(a+1)p]
t− (a+1)p+(a+1)pa2α sur[(a+1)p,+∞[

On a f ϕ(t) =






aa0−2αt de[0, p1] dans[0, p′1]
aa1−2αt +(a+1)b1 de[p1, p2] dans[p′1, p′2]
...
aan−1−2αt +(a+1)bn−1 de[pn−1, pn] dans[p′n−1, p′n]
a−2αt +(a2−1)bn de[pn,(a+1)pa2α]

sur[p′n, p(a+1)+(a2−1)bn]
t − (a+1)p(a2α −1)+(a2−1)bn de[(a+1)pa2α,+∞[

sur[p(a+1)+(a2−1)bn,+∞[

Si bn ≥ 0 on a alorsϕ−1 f ϕ(t) =





aa0t sur[0, p1]
aa1t +a2α(a+1)b1 sur[p1, p2]

...
aan−1t +a2α(a+1)bn−1 sur[pn−1, pn]

t +a2α(a2−1)bn sur[pn,a2α((a+1)p− (a2−1)bn)]
a−2αt +(a+1)p(a2α −1)+(a2−1)bn sur[a2α(p(a+1)− (a2−1)bn),a2αp(a+1)]

t +(a2−1)bn sur[a2α(a+1)p,+∞[
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et sibn ≤ 0,ϕ−1 f ϕ(t) =





aa0t sur[0, p1]
aa1t +a2α(a+1)b1 sur[p1, p2]

...
aan−1t +a2α(a+1)bn−1 sur[pn−1, pn]

t +a2α(a2−1)bn sur[pn,a2α((a+1)p]
a2αt − p(a+1)(a2α −1)+(a2−1)bn sur[a2αp(a+1),a2α(a+1)(p− (a−1)bn)]

t +(a2−1)bn sur[a2α(p(a+1)− (a2−1)bn),+∞[

On noteT2( f ) l’applicationϕ−1 f ϕ. Alors :

Proposition 18 Si f ∈ Fa,a+1 il existe T2( f ) ∈ Fa,a+1 tel que :
– T2( f ) est le conjugúe de f par uńelément deFa∩Fa2

– T2( f ) a tous ses points de rupture entiers
– T2( f ) a deux points de rupture de plus que f
– T2( f ) et f ont le m̂eme nombre de points de rupture non divisibles par a+1, et ils

sont ranǵes dans le m̂eme ordre, les deux points supplémentaires de T( f ) étant plus
grands

– Au voisinage de 0 et de l’infini, f et T2( f ) cöıncident
– Entre leurs premiers et deuxièmes point de rupture (qui diffèrent d’un facteur a2α)

f et T2( f ) ont la m̂eme pente
– f et T2( f ) ont le m̂eme nombre d’intervalles sur lesquels la partie de translation

n’est pas divisible par a2−1

IV.1.4 La démonstration

On noteT( f ) = T2(T1( f )). On a alors la :

Proposition 19 Si f ∈ Fa,a+1, T( f ) ∈ Fa,a+1 est telle que :
– T( f ) est le produit de f par deśeléments deFa

– Les points de rupture de T( f ) sont entiers
– T( f ) et f ont le m̂eme nombre de points de rupture non divisibles par a+1, et leurs

premier point de rupture non divisible par a+1 ont le m̂eme ordre
– T( f ) est l’identit́e au voisinage de 0
– f et T( f ) ont le m̂eme nombre d’intervalles sur lesquels la partie de translation

n’est pas divisible par a2−1

On noteχ1( f ) le nombre de points de rupture def non divisibles para+1, etχ2( f )
le nombre de points de rupture strictement inférieurs au premier point non divisible par
a+1 (0 siχ1( f ) = 0).

On pose enfinχ( f ) = (χ1( f ),χ2( f )) et on ordonneN×N par l’ordre lexicographique
[(a,b)≤ (c,d) si et seulement si(a < c) ou (a = c et b≤ d)].

On remarque que sif a pour points de rupturep1, . . . , pn, p′i = f (pi) = aai pi +(a+
1)bi, doncp′i est divisible para+1 si et seulement sipi l’est. Mais alors, lesp′i étant les
points de rupture def−1 et f étant croissante,χ( f−1) = χ( f ).
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Notons aussi queχ(T( f )) = χ( f ) car χ1(T( f )) = χ1( f ) et les points de rupture
supplémentaires deT( f ) sont strictement supérieurs au dernier point de rupture def ,
doncχ2(T( f )) = χ2( f ).

On va maintenant montrer la

Proposition 20 Fa,a+1 est engendŕe par Fa2, Fa et lesϕα,l ,l ′, α, l , l ′ ∈ N, l ′ > l.

Démonstration:
On remarque que siχ( f ) = (0,0), f ∈ Fa.
Cela nous permet d’initialiser une récurrence surχ( f ) : on fixe f ∈ Fa,a+1, on suppose que touteg∈

Fa,a+1 telle queχ(g) < χ( f ) est un produit d’éléments deFa2, Fa, desϕα,l ,l ′ et de leurs inverses, et on veut
montrer quef a la même propriété.

On peut remplacerf parT( f ), c’est à dire supposer quef est à points de rupture entiers et vaut l’identité
au voisinage de 0, grâce aux propriétés deT décrites plus haut.

On distingue deux cas selonp1, le premier point de rupture def (qui est donc entier) :

Si a+1 divise p1

Notonsσ( f ) : t → f (t + p1)− p1, et

τ( f ) : t →

{
t si t ≤ p1

f (t − p1)+ p1 si t ≥ p1.

σ( f ) est dansFa,a+1 : en un pointt tel quef (t + p1) = aα(t + p1)+(a+1)β, σ( f )(t) = aαt +(a+1)β+
(aα −1)p1 = aαt +(a+1)[β +(aα−1) p1

a+1], et les points de rupture deσ( f ) sontp2− p1, . . . , pn− p1.

Ainsi, χ1(σ( f )) = χ1( f ), χ2(σ( f )) = χ2( f )−1 et doncχ(σ( f )) < χ( f ) ; on peut ainsi écrireσ( f ) =

∏ fi , fi étant dansFa2,Fa ou l’un desϕα,l ,l ′ ou ϕ−1
α,l ,l ′ .

Alors f = τ(σ( f )) = τ(∏ fi) = ∏τ( fi), et un calcul analogue à celui effectué pourσ montre que sifi
est dansFa, Fa2, ou est l’un desϕα,l ,l ′ ouϕ−1

α,l ,l ′ , τ( fi) aussi.

On a donc bien écritf sous la forme voulue.

Si p1 n’est pas divisible para+1 : supposons tout d’aborda1 positif.
On va là encore distinguer deux cas :

b1 n’est pas divisible para−1
On considèrep1 et pk, le plus grand point de rupture tel quebk−1 ne soit pas divisible para−1 (k existe

car la partie de translation est(a2−1)bn aprèspn).
Écrivons la condition de continuité enp1 : p1 = aa1 p1 +(a+1)b1 d’où (aa1 −1)p1 = −(a+1)b1. Si

a1 était pair,a2−1 diviserait(a+ 1)b1, donca−1 diviseraitb1 : c’est absurde. Ainsi,a1 est impair et on
peut écrirea1 = 2a′1 +1.

Moduloa+1 l’égalité devient alors((−1)2a′1+1−1)p1 = −2p1 = 0, et donca+1
2 divise p1 : p1 s’écrit

(a+1)l + a+1
2 = p(l) pour unl ∈ N.

On montre de même quea+1
2 divise pk, et pk s’écrit p(l ′) pour unl ′ ∈ N.

On considèreϕa′1,l ,l
′ :

ϕa′1,l ,l
′(t) =





t sur[0, p1 = p(l)]
aa1t − (aa1 −1)p1 = aa1t +(a+1)b1 sur[p1, pk = p(l ′)]
t +(aa1 −1)(a+1)(l ′− l) sur[pk,+∞[
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On a alorsϕa′1,l ,l
′ f−1(t) =





t sur[0, p′2]
aa1−a2t −aa1−a2(a+1)b2+(a+1)b1 sur[p′2, p′3]
...
aa1−ak−1t −aa1−ak−1(a+1)bk−1+(a+1)b1 sur[p′k−1, p′k]
a−akt −a−ak(a+1)bk+(aa1 −1)(a+1)(l ′− l) sur[p′k, p′k+1]
...
a−an−1t −a−an−1(a+1)bn−1+(aa1 −1)(a+1)(l ′− l) sur[p′n−1, p′n]
t − (a2−1)bn+(aa1 −1)(a+1)(l ′− l) sur[p′n,+∞[

Mais alors,ϕa′1,l ,l
′ f−1 et donc f ϕ−1

a′1,l ,l ′ a un point de rupture divisible para+ 1 de moins quef :

χ1( f ϕ−1
a′1,l ,l ′) = χ1( f )− 1, doncχ( f ϕ−1

a′1,l ,l
′) < χ1( f ) et on peut écrire grâce à l’hypothèse de récurrence

f ϕ−1
a′1,l ,l

′ et doncf sous la forme voulue.

b1 est divisible par a−1. On écrit alorsb1 = (a−1)b′1.
On montre quea1 est pair etb′1 entier : par continuité enp1,

(a2−1)b′1 = (1−aa1)p1 = (1−a)(1+a+a2+ . . .+aa1−1)p1,

et en simplifiant para−1 :

(a+1)b′1 = −(1+a+a2+ . . .+aa1−1)p1.

En écrivantb′1 sous la formeu
av , en multipliant cette égalité parav puis en réduisant moduloa+1, on

obtient finalement
0 = (−1)v(1+(−1)+1+ . . .+(−1)a1−1)[p1],

ce qui n’est possible,[p1] étant non nul, que sia1 est pair.
Maintenant,a1 étant pair, l’égalité initiale nous dit queb′1 = − aa1−1

a2−1
p1 est entier.

Définissonsπ(t) =






t sur[0, p1]
aa1t +(a2−1)b′1 sur[p1, p2]
t +(aa1 −1)p2+(a2−1)b′1 sur[p2,+∞[

π est dansFa2 etπ−1(t) =






t sur[0, p1]
a−a1(t − (a2−1)b′1) sur[p1, p′2]
t − (aa1 −1)p2− (a2−1)b′1 sur[p′2,+∞[

On a alors

π−1 f (t) =





t sur[0, p2]
aa2t +(a+1)b2− (aa1 −1)p2− (a2−1)b′1 sur[p2, p3]
...
aan−1t +(a+1)bn−1− (aa1 −1)p2− (a2−1)b′1 sur[pn−1, pn]
t +(a2−1)bn− (aa1 −1)p2− (a2−1)b′1 sur[pn,+∞[

Alors χ1(π−1 f ) = χ1( f )−1, doncχ(π−1 f ) < χ1( f ) et on peut écrire grâce à l’hypothèse de récurrence
π−1 f et doncf sous la forme voulue.

Si a1 est négatif, on applique ce qui précède àT( f−1) : χ(T( f−1)) = χ( f ), et T( f−1) vaut l’identité
au voisinage de 0, est à points de rupture entiers et sa deuxième pente (son ’a1’) est positif. Mais siT( f−1)
est un produit d’éléments deFa2, Fa, ϕα,l ,l ′ et leurs inverses, c’est aussi le cas pourf−1 et donc pourf . �

Remarque 1 : Cette démonstration peut se simplifier pour montrer que le groupe en-
gendré parFa2 et Fa est le sous-groupe deFa,a+1 des éléments dont toutes les parties de
translation sont de la forme(a2−1)b avecb∈ Z[1/a].
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Remarque 2 : dans le cas oùa est pair (qui ne nous intéresse pas ici),Fa,a+1 est
engendré parFa2 etFa (les parties de translation sont nécessairement de la forme(a2−1)b
avecb∈Z[1/a]), car dans ce cas toutes les parties de translation sont divisibles para2−1.

IV.1.5 Étude desϕα,l ,l ′

On rappelle que sil est entier,p(l) = (a+1)l + a+1
2 , et queϕα,l ,l ′(t) est donnée par






t de[0, p(l)] sur[0, p(l)]
a2α+1t − (a2α+1−1)p(l) de[p(l), p(l ′)]

sur[p(l), p(l +a2α+1(l ′− l))]
t +(a2α+1−1)(a+1)(l ′− l) de[p(l ′),∞[ sur[p(l +a2α+1(l ′− l)),∞[

On vérifie facilement que, pourl ′ > l , ϕ−1
α,0,lϕα,0,l ′ = ϕα,l ,l ′. Ainsi, il suffit d’étudier

lesϕα,0,l . Maisϕ0,0,a2α+1l ϕα,0,l est l’application qui àt associe





t sur[0, p(0)]

a2α+2t − a2−1
2 (1+a+ . . .+a2α+1) sur[p(0), p(l)]

t +(a+1)(a2α+2−1)l sur[p(l),∞[

,

et on constate que, 1+ a+ . . . + a2α+1 étant pair (a est impair !), toutes les parties de
translation des morceaux affines sont multiples dea2− 1, et ϕ0,0,a2α+1lϕα,0,l est en fait
dansFa2.

Posons alors

fl (t) = ϕ0,0,l (t) =





t de[0, a+1
2 ] sur[0, a+1

2 ]

at− a2−1
2 de[a+1

2 , p(l)] sur[a+1
2 , p(al)]

t +(a2−1)l de[p(l),∞[ sur[p(al),∞[

De ce qui précède on peut donc conclure queFa,a+1 est engendré parFa, Fa2 et les fl ,
l ∈ N ; on va maintenant montrer qu’un nombre fini defl suffisent, plus précisément :

Proposition 21 Fa, Fa2, f1, f2, . . ., f(a−1)/2 engendrent le groupe Fa,a+1.

Démonstration:
Il suffit de remarquer que sig∈< Fa2,Fa > vérifieg(p(0)) = p(0) et g(p(i)) = p( j), alors f jg f−1

i est
dans< Fa2,Fa >, et doncfi , Fa2 etFa permettent de retrouverf j .

En effet, pour calculer cet élément on a les compositions suivantes :

f−1
i g f j

[0, p(0)]
t
→ [0, p(0)]

g
→ [0, p(0)]

t
→ [0, p(0)]

[p(0), p(ai)]
(t+(a2−1)/2)/a

→ [p(0), p(i)]
g
→ [p(0), p( j)]

at−(a2−1)/2
→ [p(0), p(a j)]

[p(ai),∞[
t−(a2−1)i

→ [p(i),∞[
g
→ [p( j),∞[

t+(a2−1) j
→ [p(a j),∞[

Grâce à la remarque 1 de la partie précédente il suffit de prouver que les parties de translation des
expressions affines de cet élément sont des multiples dea2−1.

On s’intéresse à la partie de translation de chaque formule affine ; sur la première et la dernière lignes,
chacune des trois fonctions fait apparaı̂tre des multiplesdea2−1 et donc la composée l’est aussi.



48 CHAPITRE IV. FΓ EST DE TYPE FINI

C’est la deuxième ligne qu’il faut étudier plus en détail; sur un intervalle oùg est affine,g(x) = αx+β
, on a

( f j g f−1
i )(t) = a(α((t +(a2−1)/2)/a)+ β)− (a2−1)/2

= αt +aβ,

et donc,β étant toujours multiple dea2−1 pourg∈< Fa2,Fa >, le résultat serait prouvé.
Reste à fabriquer une telle famille deg permettant, avecFa, Fa2 et un nombre fini defi , de reconstituer

tous lesfi .
Définissonsgi pouri entier strictement positif par

gi(t) =






t sur [0,(a+1)i)]
at− (a2−1)i sur [(a+1)i,(a+1)(i +1)]
t +(a2−1) sur [(a+1)(i +1),∞[

Alors gi(p(0)) = p(0) et

g(p(i)) = a[(a+1)i + a+1
2 ]− (a2−1)i

= (a+1)i +aa+1
2

= (a+1)i +(a−1+1)a+1
2

= (a+1)i +(a+1)(a−1
2 )+ a+1

2
= (a+1)(i + a−1

2 )+ a+1
2

= p(i + a−1
2 )

Les gi étant dans< Fa,Fa2 >, cela prouve quef1 engendre, avecFa et Fa2, tous lesf1+ka−1
2

, et de

mêmefl engendre tous lesfl+k a−1
2

. Par conséquent,f1, f2, . . . , f a−1
2

etFa etFa2 engendrent tous lesfl , donc
tout le groupeFa,a+1. �

IV.1.6 Conclusion

Fa est engendré par les

yi : t →





t si t ≤ (a+1)i
at− (a2−1)i si (a+1)i ≤ t ≤ (a+1)(i +1)
t +(a2−1) si t ≥ (a+1)(i +1)

,

pour i = 0,1, . . . ,a−1.
Fa2 est engendré par les

zi : t →





t si t ≤ i
a2t − (a2−1)i si i ≤ t ≤ i +1
t +(a2−1) si t ≥ i +1

,

pour i = 0,1, . . . ,a2−1.
Par conséquent,Fa,a+1 est de type fini, et un système générateur esty0, y1, ..., ya−1,

z0, z1, ...,za2−1, f1, f2, ..., f a−1
2

.

IV.2 FΓ est de type fini

FixonsΓ de genre 0 ; soitn = ν(Γ). Alors FΓ est isomorphe àF [0,1]
2n−3,2n−2, lui-même

isomorphe àF∞
2n−3,2n−2.

Et on vient de montrer queF∞
2n−3,2n−2 est de type fini, et que l’on peut trouver un

système générateur ayant(2n−3)+(2n−3)2+n−2 = 4n2−9n+4 générateurs.
On a donc prouvé le

Théorème ASi Γ est de genre 0, FΓ est de type fini.



Chapitre V

Présentations deFΓ

Dans ce chapitre, après avoir donné la définition du groupe Ha,a+1 qui sera l’objet de
notre étude, nous commencerons par l’étude du cas particulier a = 3 (ce qui correspond à
l’étude de la présentation du groupeFΓ(2)), avant de traiter le cas général. Les exemples
et dessins seront aussi donnés pour ce groupe particulier.Cela permet de comprendre les
idées, qui sont identiques pour toutes les valeurs dea, en limitant autant que possible les
difficultés techniques, et aussi de démontrer dans ce casa = 3 un résultat un peu plus fort
concernant la présentation du groupeHa,a+1.

V.1 Le groupeHa,a+1

Nous avons montré dans ce qui précède queFΓ est de type fini ; nous voulons mainte-
nant étudier, toujours via sa linéarisationFa,a+1, la question de sa présentation finie.

Il est malcommode de trouver directement une présentationélégante deFa,a+1 ; nous
commençons donc par étudier un groupeHa,a+1, dans lequelFa,a+1 est d’indice 2 et
dont on sait expliciter une présentation (infinie) régulière, qui se ramène ensuite à une
présentation finie.

V.1.1 Définition de Ha,a+1

Commençons par donner une nouvelle description deFa,a+1 :

Proposition 22 Pour a entier impair suṕerieur ouégal à 3, Fa,a+1 est le groupe des ap-
plications affines par morceaux sur[0,+∞[ avec points de rupture (en nombre fini) dans

Z[1/a], qui sont de la forme x→ aαx+ a2−1
2

p
aq sur chaque intervalle òu elles sont affines,

et valent x+(a2−1)b à l’infini, b entier.

Démonstration:
Supposons que, autour d’un point de ruptureu/av, un élément deFa,a+1 vaille x 7→ anx+ a2−1

2
p
aq à

gauche etx 7→ an′x+(a+1) p′

aq′ à droite. Alors en calculant la valeur de la fonction enu/av, on obtient

(an−an′)
u
av = (a+1)

p′

aq′
−

a2−1
2

p
aq .

En multipliant toute l’expression paramax(v,q,q′) puis en réduisant moduloa−1 (a = 1 mod(a−1)), on en

déduit que 2p′ = (a+1)p′ = 0 modulo(a−1). Ainsi a−1 divise 2p′, donca−1
2 divisep′ et donc(a+1) p′

aq′

est de la formea
2−1
2

p′′

aq′ .

49
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Il est alors aisé de conclure, en montrant de proche en proche à partir de l’intervalle[0, p1] sur lequel la

partie de translation est nulle (donc de la formea2−1
2

p
aq ), que sur chaque intervalle maximal où l’application

est affine, elle est bien de la forme désirée.�

Cette nouvelle définition deFa,a+1 nous incite à introduire le groupeHa,a+1 :

Définition 6 Pour a entier impair suṕerieur ou égal à 3, Ha,a+1 est le groupe des ap-
plications affines par morceaux sur[0,+∞[ avec points de rupture (en nombre fini) dans

Z[1/a], qui sont de la forme x→ aαx+ a2−1
2

p
aq sur chaque intervalle òu elle sont affines,

et valent x+ a2−1
2 b à l’infini, b entier.

Fa,a+1 est le noyau de l’application deHa,a+1 dansZ/2Z qui à une fonction valant

x+ a2−1
2 b à l’infini associeb modulo 2.

Fa,a+1 est donc un sous-groupe d’indice 2 deHa,a+1, et par conséquent les groupes
seront ou ne seront pas simultanément de présentation finie : on peut donc se contenter
d’étudierHa,a+1.

V.1.2 Génération deHa,a+1

Avec quelques modifications mineures, la démonstration dela proposition 20 concer-
nant le groupeFa,a+1 permet de prouver pourHa,a+1 un résultat analogue :

Proposition 23 Ha,a+1 est engendŕe par le sous-groupe Fa2 des applications dont les
pentes sont des puissances de a2, et le sous-groupeFa des applications ayant leurs points
de rupture dansa+1

2 Z[1/a], groupe isomorphe par la conjugaison x→ a+1
2 x au groupe

de Thompson classique Fa.

(par commodité on conserve la notationFa, bien que ce ne soit pas le même groupe
que dans l’énoncé de la proposition 20)

On adopte les notations suivantes pour désigner un élément f de Ha,a+1 : il existe
0 < p1 < p2 < .. . < pn ∈ Z[1/a], a0,a1, . . . ,an−1 ∈ Z, b1, . . . ,bn−1 ∈ Z[1/a], bn ∈ Z, tels
que

f (t) =





aa0t sur[0, p1]

aa1t + a2−1
2 b1 sur[p1, p2]

...

aan−1t + a2−1
2 bn−1 sur[pn−1, pn]

t + a2−1
2 bn sur[pn,+∞[

On posep′i = f (pi).

Proposition 24 Si f ∈ Ha,a+1, il existe une application T( f ) ∈ Ha,a+1 telle que :
– T( f ) est le produit de f par deśeléments deFa

– Les points de rupture de T( f ) sont entiers
– T( f ) et f ont le m̂eme nombre de points de rupture non divisibles para+1

2 , et leurs
premier point de rupture non divisible para+1

2 ont le m̂eme ordre
– T( f ) est l’identit́e au voisinage de 0
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Démonstration:
On commence par associer d’abord à toutef ∈ Ha,a+1 une applicationT1( f ) valant l’identité au voisi-

nage de 0.
Si f vérifiea0 > 0, on fixep le plus petit entier positif tel quea+1

2 p≥ pn et on pose

ψ(t) =

{
aa0t sur [0, pa+1

2 ]
t + pa+1

2 (aa0 −1) sur [pa+1
2 ,+∞[.

Alors ψ ∈ Fa, ψ−1(t) =

{
a−a0t sur [0, pa+1

2 aa0]

t − pa+1
2 (aa0 −1) sur [pa+1

2 aa0,+∞[.
Un petit calcul donne :

f ψ−1(t) =





t sur[0,aa0 p1]

aa1−a0t + a2−1
2 b1 sur[aa0 p1,aa0 p2]

...

aan−1−a0t + a2−1
2 bn−1 sur[aa0 pn−1,aa0 pn]

a−a0t + a2−1
2 bn sur[aa0 pn,aa0 pa+1

2 ]

t + a2−1
2 bn− pa+1

2 (aa0 −1) sur[aa0 pa+1
2 ,+∞[

Si par contrea0 < 0, on fixep entier tel quea+1
2 p > p′n et on pose

ψ(t) =

{
a−a0t sur[0, a+1

2 p]

t + pa+1
2 (a−a0 −1) sur[a+1

2 p,+∞[

Alors ψ ∈ Fa et

ψ f (t) =





t sur [0, p1]

aa1−a0t +a−a0 a2−1
2 b1 sur [p1, p2]

...

aan−1−a0t +a−a0 a2−1
2 bn−1 sur [pn−1, pn]

a−a0t +a−a0 a2−1
2 bn sur [pn,

a+1
2 p− a2−1

2 bn]

t + a2−1
2 bn + pa+1

2 (a−a0 −1) sur [a+1
2 p− a2−1

2 bn,+∞[

On note dans chacun des casT1( f ) l’application ainsi obtenue.
Si f est dansHa,a+1, on définitT2( f ) à points de rupture entiers : on fixeα ∈ N, p1 < .. . < pn ∈ N tels

que les points de rupture def s’écrivent pi
a2α . p′i = f (pi/a2α), le reste des notations étant inchangé.

On prendp le plus petit entier positif tel quea+1
2 p+ a2−1

2 bn ≥ p′n et a+1
2 pa2α ≥ pn, et on définitϕ par

ϕ(t) =

{
a−2αt sur[0, a+1

2 pa2α]

t + a+1
2 p− a+1

2 pa2α sur[a+1
2 pa2α,+∞[

Alors ϕ ∈ Fa∩Fa2, et

ϕ−1(t) =

{
a2αt sur[0, a+1

2 p]
t − a+1

2 p+ a+1
2 pa2α sur[a+1

2 p,+∞[

On a f ϕ(t) =





aa0−2αt de [0, p1] dans[0, p′1]

aa1−2αt + a2−1
2 b1 de [p1, p2] dans[p′1, p′2]

...

aan−1−2αt + a2−1
2 bn−1 de [pn−1, pn] dans[p′n−1, p′n]

a−2αt + a2−1
2 bn de [pn,

a+1
2 pa2α]sur[p′n, pa+1

2 + a2−1
2 bn]

t − a+1
2 p(a2α −1)+ a2−1

2 bn de [a+1
2 pa2α,+∞[

sur [pa+1
2 + a2−1

2 bn,+∞[
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Si bn ≥ 0 on a alorsϕ−1 f ϕ(t) =





aa0t sur [0, p1]

aa1t +a2α a2−1
2 b1 sur [p1, p2]

...

aan−1t +a2α a2−1
2 bn−1 sur [pn−1, pn]

t +a2α a2−1
2 bn sur [pn,a2α(a+1

2 p− a2−1
2 bn)]

a−2αt + a+1
2 p(a2α −1)+ a2−1

2 bn sur [a2α(a+1
2 p− a2−1

2 bn),a2α a+1
2 p]

t + a2−1
2 bn sur [a2α a+1

2 p,+∞[

et sibn ≤ 0,ϕ−1 f ϕ(t) =





aa0t sur [0, p1]

aa1t +a2α a2−1
2 b1 sur [p1, p2]

...

aan−1t +a2α a2−1
2 bn−1 sur [pn−1, pn]

t +a2α a2−1
2 bn sur [pn,a2α(a+1

2 p)]

a2αt − a+1
2 p(a2α −1)+ a2−1

2 bn sur [a2α a+1
2 p,a2α(a+1

2 p− a2−1
2 bn)]

t + a2−1
2 bn sur [a2α(a+1

2 p− a2−1
2 bn),+∞[

On noteT2( f ) l’applicationϕ−1 f ϕ.
Alors T( f ) = T2(T1( f )) a les propriétés voulues.�

On noteχ1( f ) le nombre de points de rupture def non divisibles para+1
2 , etχ2( f ) le

nombre de points de rupture strictement inférieurs au premier point non divisible para+1
2

(0 si χ1( f ) = 0).
On pose enfinχ( f ) = (χ1( f ),χ2( f )) et on ordonneN×N par l’ordre lexicographique

[(a,b)≤ (c,d) si et seulement si(a < c) ou (a = c et b≤ d)].

On remarque que sif a pour points de rupturep1, . . . , pn, p′i = f (pi) = aai pi +
a2−1

2 bi,
doncp′i est divisible para+1

2 si et seulement sipi l’est. Mais alors, lesp′i étant les points
de rupture def−1 et f étant croissante,χ( f−1) = χ( f ).

Notons aussi queχ(T( f )) = χ( f ) car χ1(T( f )) = χ1( f ) et les points de rupture
supplémentaires deT( f ) sont strictement supérieurs au dernier point de rupture def ,
doncχ2(T( f )) = χ2( f ).

On peut maintenant prouver la proposition 23 :

On remarque que siχ( f ) = (0,0), f ∈ Fa.
Cela nous permet d’initialiser une récurrence surχ( f ) : on fixe f ∈Ha,a+1, on suppose

que touteg∈ Ha,a+1 telle queχ(g) < χ( f ) est un produit d’éléments deFa2 et Fa, et on
veut montrer quef a la même propriété.

On peut remplacerf par T( f ), c’est à dire supposer quef est à points de rupture
entiers et vaut l’identité au voisinage de 0, grâce aux propriétés deT décrites plus haut.

On distingue deux cas selonp1, le premier point de rupture def (qui est donc entier) :

Si a+1
2 divise p1
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Notonsσ( f ) : t → f (t + p1)− p1, et

τ( f ) : t →

{
t si t ≤ p1

f (t − p1)+ p1 si t ≥ p1.

σ( f ) est dansHa,a+1 : en un pointt tel que f (t + p1) = aα(t + p1)+ a2−1
2 β, σ( f )(t) =

aαt + a2−1
2 β+(aα−1)p1 = aαt + a2−1

2 [β+ aα−1
a−1

2p1
a+1], et les points de rupture deσ( f ) sont

p2− p1, . . . , pn− p1.

Ainsi, χ1(σ( f ))= χ1( f ), χ2(σ( f )) = χ2( f )−1 et doncχ(σ( f ))< χ( f ) ; on peut ainsi
écrireσ( f ) = ∏ fi , fi étant dansFa2 ou Fa.

Alors f = τ(σ( f )) = τ(∏ fi) = ∏τ( fi), et un calcul analogue à celui effectué pourσ
montre que sifi est dansFa ou Fa2, τ( fi) aussi.

On a donc bien écritf sous la forme voulue.

Si p1 n’est pas divisible par a+1
2 : supposons tout d’aborda1 positif.

On montre quea1 est pair etb1/2 entier : par continuité enp1,

a2−1
2

b1 = (1−aa1)p1 = (1−a)(1+a+a2+ . . .+aa1−1)p1,

et en simplifiant para−1 :

a+1
2

b1 = −(1+a+a2+ . . .+aa1−1)p1.

En écrivantb1 sous la formeu
av , en multipliant cette égalité par 2av puis en réduisant

moduloa+1, on obtient finalement

0 = (−1)v(1+(−1)+1+ . . .+(−1)a1−1)[2p1],

ce qui n’est possible,[2p1] étant non nul, que sia1 est pair.
Maintenant,a1 étant pair, l’égalité initiale nous dit queb1/2 = −aa1−1

a2−1 p1 est entier.

Définissonsπ(t) =





t sur[0, p1]

aa1t + a2−1
2 b1 sur[p1, p2]

t +(aa1 −1)p2+ a2−1
2 b1 sur[p2,+∞[

π est dansFa2 etπ−1(t) =





t sur[0, p1]

a−a1(t − a2−1
2 b1) sur[p1, p′2]

t− (aa1 −1)p2−
a2−1

2 b1 sur[p′2,+∞[
On a alors

π−1 f (t) =





t sur[0, p2]

aa2t + a2−1
2 b2− (aa1 −1)p2−

a2−1
2 b1 sur[p2, p3]

...

aan−1t + a2−1
2 bn−1− (aa1 −1)p2−

a2−1
2 b1 sur[pn−1, pn]

t + a2−1
2 bn− (aa1 −1)p2−

a2−1
2 b1 sur[pn,+∞[
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Alors χ1(π−1 f ) = χ1( f )−1, doncχ(π−1 f ) < χ1( f ) et on peut écrire grâce à l’hy-
pothèse de récurrenceπ−1 f et doncf sous la forme voulue.

Si a1 est négatif, on applique ce qui précède àT( f−1) : χ(T( f−1)) = χ( f ), etT( f−1)
vaut l’identité au voisinage de 0, est à points de rupture entiers et sa deuxième pente (son
’a1’) est positif. Mais siT( f−1) est un produit d’éléments deFa2 et Fa, c’est aussi le cas
pour f−1 et donc pourf .

On vient ainsi de montrer que tout élément du groupeHa,a+1 pouvait s’écrire comme
une composée d’éléments deFa2 et d’éléments deFa, et donc que le groupeHa,a+1 est
engendré par ses deux sous-groupesFa2 etFa.

V.1.3 Une description forestìere deHa,a+1

On notera dans tout ce qui suitA = a+1
2 .

On a montré au chapitre I que les applications

yAi : t →





t sur[0, a+1
2 i]

at− a2−1
2 i sur[a+1

2 i, a+1
2 (i +1)]

t + a2−1
2 sur[a+1

2 (i +1),∞[

, i ∈ N

engendrentFa, et que les

zk : t →





t sur[0,k]
a2t− (a2−1)k sur[k,k+1]

t +a2−1 sur[k+1,∞[
,k∈ N

engendrentFa2.

Par conséquent, lesyAi et leszk engendrentHa,a+1.

Définition 7 Pour f dans Ha,a+1, f ◦y−1
Ai et f◦z−1

k sont appeĺees expansionśelémentaires
de f .

Une expansion de f est une suite d’expansionsélémentaires appliqúees successive-
mentà f .

Considérons une applicationf : [0,∞[→ [0,∞[. Alors

f ◦y−1
Ai :





[0, a+1
2 i]

Id
→ [0, a+1

2 i]
f
→ ...

[a+1
2 i, a+1

2 (i +a)]
/a
→ [a+1

2 i, a+1
2 (i +1)]

f
→ ...

[a+1
2 (i +a),∞[

−(a2−1)/2
→ [a+1

2 (i +1),∞[
f
→ . . .

et

f ◦z−1
k :





[0,k]
Id
→ [0,k]

f
→ ...

[k,k+a2]
/a2

→ [k,k+1]
f
→ ...

[k+a2,∞[
−(a2−1)
→ [k+1,∞[

f
→ ...



V.1. LE GROUPEHa,a+1 55

On constate que l’expansion parz−1
k remplace à la source def l’intervalle [k,k+ 1]

par les intervalles[k,k+1], . . . , [k+a2−1,k+a2], et que l’expansion pary−1
Ai remplace les

a+1
2 intervalles[a+1

2 i, a+1
2 i +1], [a+1

2 i +1, a+1
2 i +2], . . . , [a+1

2 (i +1)−1, a+1
2 (i +1)] par les

aa+1
2 intervalles[a+1

2 i, a+1
2 i +1], [a+1

2 i +1, a+1
2 i +2], . . ., [a+1

2 i +aa+1
2 −1, a+1

2 i +aa+1
2 ].

Une applicationf étant fixée, on peut représenter chacune de ses expansions par une
forêt, qui va correspondre à la manière dont on subdiviseles intervalles sources def : pour
représenterf elle-même, on prend la forêt trivialeF0 constituée d’une infinité d’arbres
réduits à une feuille, indexés parN ; on ordonne les feuilles de gauche à droite, l’ordre de
la feuille la plus à gauche étant 0.

0 1 2 3 n n+1

On appellerap-bouquet un arbre qui a un sommet de valencep et p sommets de
valence 1.

Par exemple un 3-bouquet : , un 9-bouquet : .

Pour chaquez−1
k on colle sur lak-ième feuille par una2-bouquet (en identifiant la

feuille et le sommet de valencea2 du a2-bouquet) ;

Pour chaquey−1
Ai on colle de même sur chacune des feuilles d’ordreAi, Ai + 1, . . .,

A(i +1)−1 una-bouquet.

Et pour une expansion quelconque, produit d’expansions élémentaires, on répète les
opérations précédentes en prenant les expansions élémentaires successives de gauche à
droite.

Par exemple, poura = 3, à l’expansiony−1
2 z−1

3 z−1
5 y−1

22 de Id correspond la forêt (on
précise l’ordre de chaque feuille) :

2

10

5 6 7 8 9 10111213

141516171819

20 21

222324 252627

28

43
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On peut interpréter les forêts obtenues comme des applications, mais aussi comme
une subdivision des intervalles[0,1], [1,2], . . ., [n,n+1], . . ., la composition parz−1

k cor-
respondant à diviser ena2 parties égales lek-ième intervalle, et la composition pary−1

Ai
à subdiviser ena parties égales chacun des intervalles d’ordrea+1

2 i, a+1
2 i +1, . . . , a+1

2 i +
a+1

2 −1.
Bien entendu ces deux interprétations sont équivalentes: à une subdivision en inter-

valles de[0,∞[, correspond l’application qui envoie de manière affine[0,1] sur le premier
intervalle,[1,2] sur le second, etc...

Attention, les forêts sont à considérer “modulo les intervalles” qu’elles définissent,
c’est à dire que deux forêts définissant les mêmes intervalles sont considérées comme
égales.

On a ainsi par exemple l’égalité des forêts :

Nous verrons plus loin comment cette remarque va nous fournir des relations entre les
yAi et leszk, et nous permettra de donner une description du groupeHa,a+1 par générateurs
et relations.

Définissons maintenant la notion de partition standard :

Définition 8 On appelle partition standard une expansion de Id, c’est-à-dire une for̂et
du type pŕećedent, ou de manière équivalente, un hoḿeomorphisme de[0,∞[ produit de
y−1

Ai et de z−1
k pour certains i,k∈ N.

Étant donnée une partition standard, on appelles(i) l’opposé du logarithme en basea
de la longueur de l’intervalle d’ordrei. Cela correspond, si l’on prend en compte toutes
les décompositions régulières d’intervalles depuis unintervalle de longueur 1 jusqu’à
l’intervalle i, à rajouter 1 pour chaque découpe ena morceaux et 2 pour chaque découpe
ena2.

Par exemple poura = 3 et la partition standardy−1
0 , s(0) = s(1) = . . . = s(5) = 1 et si

i ≥ 5, s(i) = 0. Pourz−1
1 , s(0) = 0, s(1) = . . . = s(9) = 2, et ensuites(i) = 0.

Alors :

Proposition 25 (P) : les intervalles d’une partition standard̀a s impair vont par A= a+1
2 ,

à partir d’un intervalle d’ordre multiple de A.

Démonstration:
Fixons une partition standardf vérifiant (P), on va montrer que(P) est vraie pour toute expansion

élémentaire de cette partition standard.
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– Pour une expansion élémentairef ◦ y−1
Ai :

f vérifiant (P), s(Ai),s(Ai + 1), . . . ,s(A(i + 1)− 1) ont la même parité. Chacun de ces intervalles
est remplacé para intervalles dont la valeur des est un de plus que celle de l’intervalle dont on
a fait l’expansion : la parité des est donc constante pour cesaA nouveaux intervalles. Les inter-
valles d’ordre strictement inférieur àAi gardent leur ordre et leur valeur des, les intervalles d’ordre
supérieur ou égal àA(i +1) gardent leur valeur des alors que leur ordre est augmenté de(a−1)A,
multiple deA. Par conséquent la nouvelle partition vérifie bien(P).

– Pour une expansion élémentairef ◦ z−1
k :

Il existe un uniquei tel queAi≤ k< A(i+1), et notre partition vérifiant(P), s(Ai), . . ., s(A(i+1)−1)
ont la parité des(k).
Dans l’expansion, on remplace l’intervalle d’ordrek para2 intervalles de longueur divisée para2,
c’est à dire ques augmente de 2 : il garde même parité. Mais la parité des(k) est alors celle de tous
less(Ai), . . . ,s(A(i +1)−1+a2−1).
Les intervalles d’ordre strictement inférieur àAi gardent leur ordre et leur valeur des, les intervalles
d’ordre supérieur ou égal àA(i + 1) gardent leur valeur des alors que leur ordre est augmenté de
a2−1, multiple deA.
Ainsi f ◦ z−1

k vérifie (P).
(P) étant vérifiée pour l’identité et pour chaque expansionélémentaire d’une applicationf vérifiant

(P), comme toute partition standard est une suite finie d’expansions élémentaires,(P) est vérifiée pour
toutes les partitions standard.�

Corollaire 1 Deux partitions standard ont une expansion commune.

Démonstration:
Commençons par prouver que toute partition standard a une expansion de la forme suivante : on accole

k fois consécutives à partir de la première feuille l’arbre de hauteurn :

.

(cela revient à découper régulièrement[0,1], . . . , [k−1,k] en intervalles de même longueura−2n, en laissant
inchangés les autres intervalles[i, i +1], i ≥ k.)

En effet, d’après la proposition précédente, il suffit derajouter sur chaque suite deA intervalles ayant
s impair des expansions de typey pour se ramener a une partition ayant tous less(i) pairs. Puis d’effectuer
des expansions de typez pour se ramener à avoir, pour un certainN bien choisi, lesN premiers intervalles
ayant le mêmes(i), et les suivants ayants(i) = 0, ce qui est bien la forme souhaitée.

Comme il est clair que deux telles partitions ont une expansion commune, le résultat est prouvé.�

Ce dernier point va nous permettre de donner une nouvelle interprétation deHa,a+1 en
terme de couples de forêts.
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On considèreH l’ensemble des applications de la formepq−1 avecp, q des partitions
standard.

Alors :
– H est inclus dansHa,a+1

– H est un sous-groupe ; pour le montrer il suffit de vérifier que si p et r−1 sont dans
H , r−1p aussi.
p et r étant des partitions standard, ils ont une expansion commune, i.e il existe
q et s des partitions standard telles quepq= rs. Mais alorsr−1p = sq−1, d’où le
résultat.

– H contientFa et Fa2 car par définition il contient les générateursy−1
Ai deFa et z−1

k
deFa2.

CommeFa et Fa2 engendrentHa,a+1, on en déduit que

H = Ha,a+1.

On vient donc de montrer que l’on peut représenter tout él´ement dehdeHa,a+1 comme
un couple de forêts (de partitions standard) : sih = pq−1 avecp et q des partitions stan-
dard, on peut associer àp une forêtF1 et àq une forêtF2, et représenterh par le couple
de forêts(F1,F2).

Le choix se fait à une expansion près : siF ′
1 et F ′

2 sont les forêts associées à des
expansionspr etqr dep etq, les couples(F ′

1,F
′
2) et(F1,F2) représentent le même élément

du groupeHa,a+1 (autrement dit, si l’on réalise sur les forêtsF1 etF2 les mêmes expansions
-à chaque expansion d’une feuille deF1 on réalise la même expansion de la feuille de
même ordre deF2- on obtient le même élément du groupe).

A partir de la donnée d’un couple de forêts on peut calculerdirectement l’élément de
Ha,a+1 correspondant : c’est l’unique application affine par morceaux qui envoie le pre-
mier intervalle décrit par la forêtF2 sur le premier intervalle deF1, le deuxième intervalle
deF2 sur le deuxième deF1, et ainsi de suite.

V.1.4 Calcul forestier

On regroupe ici quelques compléments et remarques sur la description duHa,a+1 à
l’aide de couples de forêts.

Décomposition en deux monöıdes

On définit de manière naturelle le sous-monoı̈deH+
a,a+1 deHa,a+1 comme l’ensemble

des éléments deHa,a+1 qui peuvent s’écrire comme une composée d’applicationsyAi et
zk.

De mêmeH−
a,a+1 est le sous-monoı̈de deHa,a+1 formé des composées dey−1

Ai et z−1
k

(c’est le monoı̈de formé des partitions standard).

Une conséquence de ce qui précède est que

Ha,a+1 = H−
a,a+1H+

a,a+1.
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Les éléments deH+
a,a+1 peuvent être écrits sous la forme(F0,G) où F0 est la forêt

triviale ; de même les éléments deH−
a,a+1 peuvent être écrits(F,F0). La décomposition

Ha,a+1 = H−
a,a+1H+

a,a+1 apparaı̂t alors naturelle :(F,G) = (F,F0)(F0,G).

On a déjà décrit comment déterminer à partir d’un produit de y−1
Ai et dez−1

k la forêt
correspondante : on lit de gauche à droite le produit et à chaque lettrey−1

Ai ou z−1
k on

réalise une expansion de la forêt. Un procédé analogue fonctionne pour calculer la forêt
associée à un élément deH+

a,a+1 : on lit cette fois de droite à gauchele produit, et on fait
de la même manière une expansion des feuillesAi, Ai +1, . . .,Ai +A−1 pour un terme
yAi, et de la feuillek pour un termezk.

Par exemple le calcul de l’élémenty2iy2 j donne le même résultat que le calcul de
y2 j+4y2i , soit la forêtF suivante (on écrit les ordres de certaines des feuilles deF) :

2i 2i +3

2i +6

2 j +4

.....

Et si le contexte n’est pas ambigu on parlera de l’élément défini parF pour l’élément
(F0,F) ou l’élément(F,F0).

Ainsi l’arbre ci-dessus peut représenter, selon le contexte, l’élément ”positif”y2iy2 j =

y2 j+4y2i deH+
a,a+1, ou la partition standardy−1

2 j y−1
2i deH−

a,a+1.

Produits

Pour calculer les composés d’éléments deHa,a+1 représentés par des couples de forêts,
on peut utiliser la règle suivante, immédiate en interpr´etant les forêts comme des applica-
tions :

(F1,F2)(F2,F3) = (F1,F3).

En effet, si on voit(F1,F2) comme un produitf1 f−1
2 où f1 et f2 sont des partitions

standard, on obtient(F1,F2)(F2,F3) = ( f1 f−1
2 )( f2 f−1

3 ) = f1 f−1
3 .

Maintenant, pour composer deux éléments quelconques(G1,G2) et (G3,G4), il suffit
de considérer une expansion commune deG2 etG3 : on fixeG etG′ tels queG2G= G3G′,
et alors

(G1,G2)(G3,G4) = (G1G,G4G′).

On peut noter que pour calculer des produits à l’intérieurdes monoı̈desH+
a,a+1 et

H−
a,a+1, dont les éléments peuvent être décrits par une unique forêt (i.e par un couple dont

la deuxième forêt est la forêt triviale), il peut-être plus rapide pour calculer un produitvw
d’exprimervwcomme un produit deyAi etzk (resp.y−1

Ai etz−1
k ) et de voir ensuite ces lettres

comme décrivant des subdivisions de la forêt trivialeF0.

V.2 Un cas particulier : le groupeH3,4

(ces résultats sont exposés dans la prépublication [22])
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On a déjà pu remarquer que si l’on fabrique de deux manières différentes à partir d’ex-
pansions élémentaires une partition standard, on obtient une relation entre les générateurs
yAi et zk deHa,a+1.

Par exemple, la forêt

2i 2i +3

2i +6

2 j +4

.....

représente les partitions standardy−1
2 j y−1

2i et y−1
2i y−1

2 j+4, et dans le groupeHa,a+1 on a
donc la relationy2iy2 j = y2 j+4y2i si i < j.

De même, l’égalité forestière (ou plutôt, l’égalit´e entre les intervalles représentés par
les forêts)

fournit la relation :

y−1
2i z−1

2i+2z−1
2i+1z−1

2i = z−1
2i y−1

2i+8y−1
2i+6y−1

2i+4y−1
2i+2y−1

2i ,

soit
y2iy2i+2y2i+4y2i+6y2i+8z2i = z2iz2i+1z2i+2y2i .

et de même,

2i

2i

donne la relationy−1
2i y−1

2i+4y−1
2i+2y−1

2i = z−1
2i+1z−1

2i , soit

z2iz2i+1 = y2iy2i+2y2i+4y2i .
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On trouve de cette manière les relations suivantes :

(a) k < l : zkzl = zl+8zk

(b) i < j : y2iy2 j = y2 j+4y2i

(c) k < 2i : zky2i = y2i+8zk

(d) 2i +1 < k : y2izk = zk+4y2i

(e) ∀i z2iz2i+1 = y2iy2i+2y2i+4y2i

z2i+9z2i = y2i+12y2i+6y2
2i

( f ) ∀i y2iy2i+2y2i+4y2i+6y2i+8z2i = z2iz2i+1z2i+2y2i

∀i y2i+24y2i+18y2i+12y2i+6y2iz2i = z2i+18z2i+9z2iy2i

( f ′) ∀i y2iy2i+2y2i+4y2i+6y2i+8z2i+1 = z2i+3z2i+4z2i+5y2i

∀i y2i+24y2i+18y2i+12y2i+6y2iz2i+1 = z2i+21z2i+12z2i+3y2i

Nous allons maintenant prouver que ces relations sont suffisantes pour décrire le
groupeH3,4, c’est à dire que le groupeH3,4 défini par les générateursy2i , i ∈N etzk,k∈N,
et les relations(a),(b),(c),(d),(e),( f )et( f ′) s’injecte dansH3,4.

V.2.1 Forme semi-normale dansH3,4

(e) donnez2i = z−1
2i+9y2i+12y2i+6y2

2i . Cela montre que le groupeH3,4 est engendré par
lesz2k+1 et lesy2k, k∈ N.

( f ′) donney2iz2i+1 = y−1
2i+6y−1

2i+12y
−1
2i+18y

−1
2i+24z2i+21z2i+12z2i+3y2i , et par(e) : z2i+12 =

y2i+24y2i+18y2
2i+12z

−1
2i+13, doncz2i+21z2i+12 = z2i+12z2i+13 = y2i+24y2i+18y2

2i+12, et ainsi

y2iz2i+1 = y−1
2i+6y2i+12z2i+3y2i .

De même on montre :

y2iz
−1
2i+1 = z−1

2i+3y−1
2i+12y2i+6y2i .

(b) et (d) donnent, sik > 2i +1,

y2izk = zk+4y2i

y2iz
−1
k = z−1

k+4y2i

y2iyk = yk+4y2i

y2iy
−1
k = y−1

k+4y2i

(c) donne, sik < 2i,
zky2i = y2i+8zk

zky
−1
2i = y−1

2i+8zk,

et sik < l , (a) donne
zkzl = zl+8zk

zkz
−1
l = z−1

l+8zk.

Ces relations vont nous permettre de montrer que tout élément du groupe admet une
forme semi-normale :
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Proposition 26 Toutélément h∈ H3,4 a uneécriture de la forme :

h = y−α0
0 z−α1

1 y−α2
2 z−α3

3 . . .zβ3
3 yβ2

2 zβ1
1 yβ0

0 ,

avec tous lesαi et βi positifs ou nuls et nuls̀a partir d’un certain rang.

Démonstration:

Soitn(h) le nombre minimal dez2k+1 nécessaires pour écrireh en fonction des générateursy2i etz2k+1.

Si n(h) = 0, h est dansF3 et donch s’écrit bien sous forme normale (cf [1]).

On suppose que tout élément tel quen(h) < n s’écrit sous forme normale, et soith tel quen(h) = n.

Considérons le plus petit indice des lettresy etzapparaissant dansh ; on distingue deux cas :

– Si cet indice est pair, i.ey2i apparaı̂t, et aucune lettre d’indice inférieur. Alors on peut grâce aux rela-
tions précédentes faire passer à gauche toutes les apparitions dey−1

2i et à droite toutes les apparitions
dey2i, sans changer le nombre de lettresz, et en ne faisant apparaı̂tre aucune lettre d’indice inférieur
ou égal à 2i, et ainsi écrireh = y−α

2i h′yβ
2i avecα,β ≥ 0, n(h′) = n(h) et h′ ayant toutes ses lettres

d’indice strictement supérieur à 2i.
On peut recommencer cette opération tant que l’indice minimal apparaissant dans le nouveau moth′

est pair.
– Si l’indice minimal apparaissant dansh est impair, i.ez2k+1 apparaı̂t, et aucune lettre d’indice

inférieur. Alors comme pour 2k+1< 2i et k < l ,

z2k+1y2i = y2i+8z2k+1

z2k+1y−1
2i = y−1

2i+8z2k+1

z2k+1z2l+1 = z2l+9z2k+1

z2k+1z−1
2l+1 = z−1

2l+9z2k+1,

on peut écrireh = z−α
2k+1h′zβ

2k+1 avecn(h′) < n(h).

Cela nous permet de conclure par récurrence.�

L’existence de cette forme semi-normale implique alors l’injectivité de l’application
canonique deH3,4 dansH3,4. En effet, soith∈ H3,4 différent de l’élément neutre. Alors
h a une forme semi-normale non triviale ; soitk le premier indice tel queαk 6= βk. h est
conjugué dansH3,4 à un élément de la forme

θ−αk+βk
k h′

avecθk = yk si k est pair,zk si k est impair, eth′ s’exprimant uniquement en fonction de
y2i et zl d’indices strictement supérieurs àk. Mais l’image deh′ dansH3,4 est l’identité

sur [0,k+1], etθ−αk+βk
k n’est pas l’identité sur[k,k+1] : ainsi, l’image deh ne peut pas

être l’identité de[0,∞[ : l’applicationH3,4 → H3,4 est injective.

Comme la proposition 23 montrait la surjectivité, nous avons prouvé :

Théorème B (cas particuliera = 3)
Le groupe H3,4 peutêtre pŕesent́e par les ǵeńerateurs y2i et zk et les relations(R) :



V.2. UN CAS PARTICULIER : LE GROUPEH3,4 63

k < l : (R1
k,l) zkzl = zl+8zk

i < j : (R2
i, j) y2iy2 j = y2 j+4y2i

k < 2i : (R3
k,i) zky2i = y2i+8zk

2i +1 < k : (R4
i,k) y2izk = zk+4y2i

∀i : (R5
i ) z2i+9z2i = y2i+12y2i+6y2

2i

∀i : (R6
i ) y2i+24y2i+18y2i+12y2i+6y2iz2i = z2i+18z2i+9z2iy2i

∀i : (R7
i ) y2i+24y2i+18y2i+12y2i+6y2iz2i+1 = z2i+21z2i+12z2i+3y2i

V.2.2 Deux pŕesentations finies deH3,4

On va montrer que la présentation< y0,y2, . . . ,z0,z1,z2, . . . |R > se ramène à une
présentation finie.

Pour cela on définit à partir dey0,y2,y4 etz0,z1,z2, . . . ,z8, pourn≥ 1,y4n+2 = yn
0y2y−n

0
et y4n+4 = yn

0y4y−n
0 , et de même, pourα = 1,2, . . . ,8, z8n+α = zn

0zαz−n
0 . Il est facile de

vérifier quez0zkz
−1
0 = zk+8 et y0y2iy

−1
0 = y2i+4 pour tousk, i ≥ 1.

On considère le groupe défini par les générateursy0,y2,y4,z0,z1,z2, . . . ,z8 et les rela-
tions :

– R1
k,l pourk < l , l ≤ 17

– R2
i, j pour i < j, j ≤ 5

– R3
k,i pourk < 2i, i ≤ 7

– R4
i,k pour 2i +1 < k, k≤ 15

– R5
i ,R

6
i ,R

7
i pour i ≤ 3.

[en toute rigueur ce ne sont pas directement ces relations que l’on prend, mais les rela-
tions obtenues en remplaçant formellement toutes les occurrences dey2i , i > 2 etzk,k > 8
par leur définition en fonction dey0,y2,y4 et z0,z1,z2, . . . ,z8]

On va montrer que dans ce groupe, toutes les relationsR sont vérifiées.

– R1 est vraie :
R1

k,l l’est par hypothèse pourl ≤ 17,k < l .

Fixonsl > 17 etk < l et supposonsR1
κ,λ vraie pourλ < l , κ < λ.

Si k≤ 8 on a

zkzl z
−1
k = zk(z9zl−8z−1

9 )z−1
k (R1

9,l−8)

= (zkz9z−1
k )(zkzl−8z−1

k )(zkz
−1
9 z−1

k )

= (z0z9z−1
0 )(z0zl−8z−1

0 )(z0z−1
9 z−1

0 ) (R1
∗,l−8,R

1
∗,9)

= z0(z9zl−8z−1
9 )z−1

0
= z0zlz

−1
0 (R1

9,l−8)

= zl+8
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Si k > 8 :
zkzl z

−1
k = z0(zk−8zl−8z−1

k−8)z
−1
0

= z0zlz
−1
0 (R1

k−8,l−8)

= zl+8

DoncR1
k,l est vérifiée.

– R2 est vraie :
R2

i, j l’est par hypothèse pourj ≤ 5, i < j.
Fixons j > 5, i < j et supposonsR2

κ,λ vraie pourλ < j, κ < λ.
Si i = 0,1,2 on a

y2iy2 jy
−1
2i = y2i(y6y2 j−4y−1

6 )y−1
2i (R2

3, j−2)

= (y2iy6y−1
2i )(y2iy2 j−4y−1

2i )(y2iy
−1
6 y−1

2i )

= (y0y6y−1
0 )(y0y2 j−4y−1

0 )(y0y−1
6 y−1

0 ) (R2
∗, j−2,R

2
∗,3)

= y0(y6y2 j−4y−1
6 )y−1

0
= y0y2 jy

−1
0 (R2

3, j−2)

= y2 j+4

Si i ≥ 3 :
y2iy2 jy

−1
2i = y0(y2i−4y2 j−4y−1

2i−4)y
−1
0

= y0y2 jy
−1
0 (R2

i−2, j−2)

= y2 j+4

DoncR2
i, j est vérifiée.

– R3 est vraie :
R3

k,i l’est par hypothèse pouri ≤ 7,k < 2i.

Fixonsi ≥ 8 etk < 2i et supposonsR3
κ,λ vraie pourλ < i, κ < 2λ.

Si k≤ 8 on a

zky2iz
−1
k = zk(y10y2i−4y−1

10 )z−1
k

= (zky10z
−1
k )(zky2i−4z−1

k )(zky
−1
10 z−1

k )

= y18y2i+4y−1
18 (R3

k,5,R
3
k,i−2)

= y2i+8

Si k≥ 9 :

zky2iz
−1
k = z0(z

−1
0 zkz0)(z

−1
0 y2iz0)(z

−1
0 z−1

k z0)z
−1
0

= z0(zk−8y2i−8z−1
k−8)z

−1
0 (R3

0,i−4)

= z0y2iz
−1
0 (R3

k−8,i−4)

= (z0y2)(y
−1
2 y2iy2)(y

−1
2 z−1

0 )

= y10z0y2i−4z−1
0 y−1

10 (R3
0,1)

= y10y2i+4y−1
10 (R3

0,i−2)

= y2i+8

DoncR3
k,i est vérifiée.
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– R4 est vraie :
R4

i,k l’est par hypothèse pourk≤ 15,2i +1 < k.

Fixonsk > 15, 2i +1 < k et supposonsR4
κ,λ vraie pourλ < k, 2κ+1 < λ.

Si i = 0,1,2 on a

y2izky
−1
2i = y2i(z7zk−8z−1

7 )y−1
2i

= (y2iz7y−1
2i )(y2izk−8y−1

2i )(y2iz
−1
7 y−1

2i )

= z11zk−4z−1
11 (R4

i,7,R
4
i,k−8)

= zk+4

Si i ≥ 3 :

y2izky
−1
2i = y0(y

−1
0 y2iy0)(y

−1
0 zky0)(y

−1
0 y−1

2i y0)y
−1
0

= y0y2i−4zk−4y−1
2i−4y−1

0 (R4
0,k−4)

= y0zky
−1
0 (R4

i−2,k−4)

= (y0z4)(z
−1
4 zkz4)(z

−1
4 y−1

0 )

= y0z4zk−8z−1
4 y−1

0
= z8(y0zk−8y−1

0 )z−1
8 (R4

0,4)

= z8zk−4z−1
8 (R4

0,k−8)

= zk+4

DoncR4
i,k est vérifiée.

– R5 est vraie :
R5

i l’est par hypothèse pouri ≤ 3.
Fixonsi > 3 et supposonsR5

λ vraie pourλ < i.
Alors

z2i+9z2i = (y0z2i+5y−1
0 )(y0z2i−4y−1

0 )

= y0z2i+5z2i−4y−1
0

= y0y2i+8y2i+2y2
2i−4y−1

0 (R5
i−2)

= y2i+12y2i+6y2
2i

DoncR5
i est vérifiée.

– R6 est vraie :
R6

i l’est par hypothèse pouri ≤ 3.
Fixonsi > 3 et supposonsR6

λ vraie pourλ < i.
Alors

y2i+24y2i+18y2i+12y2i+6y2iz2i = y0y2i+20y2i+14y2i+8y2i+2y2i−4z2i−4y−1
0

= y0z2i+14z2i+5z2i−4y2i−4y−1
0

= z2i+18z2i+9z2iy2i

DoncR6
i est vérifiée.

– R7 est vraie :
R7

i l’est par hypothèse pouri ≤ 3.
Fixonsi ≥ 3 et supposonsR7

λ vraie pourλ < i.
Alors

y2i+24y2i+18y2i+12y2i+6y2iz2i+1 = y0y2i+20y2i+14y2i+8y2i+2y2i−4z2i−3y−1
0

= y0z2i+17z2i+8z2i−1y2i−4y−1
0 (R7

i−2)
= z2i+21z2i+12z2i+3y2i
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DoncR7
i est vérifiée.

On a donc prouvé :

Théorème C (cas particuliera = 3)
Le groupe H3,4 est de pŕesentation finie.

On peut diminuer le nombre de générateurs et relations nécessaires pour définir le
groupe : un autre système de présentation infinie du groupeest de donner les générateurs
y2i et z2k+1 avec les relationsR1, R2, R3, R4 où apparaissent des indices impairs desz, et
R6 etR7, où, pour ces deux dernières, on remplace avecR5 lesz2i par leur expression dans
notre nouveau système de générateurs.

Un raisonnement analogue a ce qui précède permet alors de voir que H3,4 a une
présentation par les générateursy0,y2,y4 et z1, z3, z5, z7.

Ainsi,

Proposition 27 H3,4 admet une pŕesentation finièa 7 ǵeńerateurs

V.3 Le cas ǵenéral : Ha,a+1 est de pŕesentation finie

V.3.1 Relations et notations

Rappelons que l’on a définiA = a+1
2 .

Tout comme dans le casa = 3, une identification entre deux manières d’obtenir la
même expansion de la forêt triviale permet de trouver des relations entre lesyAi et leszk :

Proposition 28 Dans le groupe Ha,a+1 on a les relations(R) :

(R1
k,l) k < l : zkzl = zl+a2−1zk

(R2
i, j) i < j : yAiyA j = yA( j+a−1)yAi

(R3
k,i) k < Ai : zkyAi = yA(i+2a−2)zk

(R4
i,k) A(i +1) ≤ k : yAizk = zk+A(a−1)yAi

(R5
i ) ∀i : zAizAi+1 . . .zA(i+1)−1

= yAiyA(i+1) . . .yA(i+a−1)yAi

(R6,λ
i ) ∀i,λ = 0, . . . ,A : yAiyA(i+1) . . .yA(i+2a−3)yA(i+2a−2)zAi+λ

= zAi+λazAi+λa+1 . . .zAi+λa+a−1yAi

Et ici aussi, on va montrer qu’il n’y a pas d’autre relation, c’est-à-dire que le groupe
Ha,a+1 est défini par les générateursyAi, zk et les relations(R).

Pour cela on introduit le groupeHa,a+1 défini par ses générateursyAi et zk, i,k∈ N et
les relations(R) : Ha,a+1 est le quotient du groupe libre sur l’ensemble{yAi,zk|i,k∈ N}
par le sous-groupe normal engendré par les relations(R).

On appelleϕ la surjection canonique deHa,a+1 dansHa,a+1.

On définit aussi les sous-groupesFa et Fa2 de Ha,a+1 engendrés respectivement par
lesyAi et leszk, F + le sous-monoı̈de deHa,a+1 constitué des mots en les lettresyAi et zk,
et de la même manière les sous-monoı̈desF +

a engendré par lesyAi et F +
a2 engendré par

leszk.
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V.3.2 La démonstration

Nous allons montrer que le groupeHa,a+1 est bien défini par les générateurs et rela-
tions ci-dessous, c’est-à-dire qu’il est isomorphe parϕ à Ha,a+1. Il suffira pour cela de
montrer queϕ est injective.

Commençons par énoncer une série de lemmes techniques (relativement intuitifs si on
les visualise grâce aux forêts) dont la démonstration sera donnée dans la partie suivante :

Lemme 0 L’applicationϕ réalise un isomorphisme entreFa et Fa, et de même entreFa2

et Fa2.

Lemme 1 Soit w∈ F +
a2 . Alors il existev dansF +

a2 tel quevwsoit dansF +
a .

Lemme 2 Soit w1, w2 dansF +
a2 . Alors il existev1, v2 dansF +

a2 tels quev1w1 = v2w2.

Lemme 3 Soit w∈ F +. Alors il existev dansF +
a tel quevwsoit dansF +

a2 .

Lemme 4 Si w∈ Ha,a+1, il existew1, w2 dansF + tels quew = w−1
1 w2.

Lemme 5 Soitw∈ F +
a2 tel queϕ(w) ∈ Fa. Alors w est un produit d’éléments de la forme

zAizAi+1 . . .zAi+A−1 et en particulier, grâce à la relationR5, w est dansF +
a .

Ces lemmes étant momentanément admis, démontrons le résultat principal, l’injecti-
vité deϕ.

Pour cela on fixew∈ Ha,a+1 tel queϕ(w) = Id ; on va montrer quew = 1.

Le lemme 4 nous permet d’écrirew= w−1
1 w2, avecw1 etw2 dansF +. Alors ϕ(w1) =

ϕ(w2).
Le lemme 3 nous fournitwy

1 et wy
2 dansF +

a tels quewy
1w1 et wy

2w2 sont dansF +
a2 .

Par le lemme 2, on peut trouverwz
1 et wz

2 dansF +
a2 tels quewz

1wy
1w1 = wz

2wy
2w2. Ainsi

ϕ(wz
1wy

1w1) = ϕ(wz
2wy

2w2), et commeϕ(w1) = ϕ(w2), ϕ(wz
1wy

1) = ϕ(wz
2wy

2).

Mais alors, si l’on noteZ = (wz
2)

−1wz
1 ∈Fa2 etY = wy

2(w
y
1)

−1 ∈Fa, on aϕ(Y) = ϕ(Z).
Il existe, par le lemme 1,u ∈ F +

a2 tel queuwz
1 ∈ F +

a . On a alorsϕ(uwz
1) ∈ Fa et

Z = (uwz
2)

−1uwz
1.

Commeϕ(Z) = ϕ(Y), ϕ(Z)∈ Fa, et par conséquent,ϕ(uwz
2)∈ Fa. Ainsi par le lemme

5, uwz
2 et uwz

1 sont dansF +
a , et doncZ est dansFa.

Mais comme, par le lemme 0,ϕ est injective surFa, on aZ =Y, et ainsiwz
1wy

1 = wz
2wy

2,
et w1 = w2. Ce qui prouve queϕ est injective.

Ainsi nous venons de prouver notre théorème principal dans le cas général :

Théorème B (cas ǵenéral)
Le groupe Ha,a+1 est d́efini par les ǵeńerateurs yAi, i ≥ 0, zk, k ≥ 0, et les relations

(R) :

(R1
k,l) k < l : zkzl = zl+a2−1zk

(R2
i, j) i < j : yAiyA j = yA( j+a−1)yAi

(R3
k,i) k < Ai : zkyAi = yA(i+2a−2)zk

(R4
i,k) A(i +1) ≤ k : yAizk = zk+A(a−1)yAi
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(R5
i ) ∀i : zAizAi+1 . . .zA(i+1)−1

= yAiyA(i+1) . . .yA(i+a−1)yAi

(R6,λ
i ) ∀i,λ = 0, . . . ,A : yAiyA(i+1) . . .yA(i+2a−3)yA(i+2a−2)zAi+λ

= zAi+λazAi+λa+1 . . .zAi+λa+a−1yAi

Il ne reste plus qu’à démontrer les lemmes utilisés ici.

V.3.3 Preuve des lemmes

Preuve du lemme 0 :On va montrer queϕ réalise un isomorphisme entre les groupes
Fa et Fa (on prouverait de manière analogue qu’il réalise un isomorphisme entreFa2 et
Fa2).

Pour cela on rappelle que le groupe de ThompsonFa défini par les générateursxi

et les relationsxix j = x j+a−1xi pour i < j est isomorphe au groupeFa par l’application
ψ : xi 7→ yAi

On peut définir un morphisme surjectifθ : Fa → Fa par xi 7→ yAi, et on constate que

l’applicationϕ◦θ, Fa
θ

−→ Fa
ϕ

−→ Fa, est égale àψ.

ψ étant un isomorphisme,ψ est injective ; par conséquent,θ est injectif, et comme
c’est par construction un morphisme surjectif,θ est un isomorphisme.

Par conséquent,ϕ : Fa → Fa est à son tour un isomorphisme, et le lemme est prouvé.

Preuve du lemme 1 :Fixonsw dansF +
a2 ; on peut représenterw, via ϕ(w), comme un

couple(F0,F) oùF0 est la forêt triviale etF unea2-forêt : une forêt obtenue par expansion,
en rajoutant desa2-bouquets, à partir de la forêt triviale.

On fixe alorsi tel que la forêtF n’ait aucune expansion faite sur les racines d’ordre
supérieur ou égal ài, et j tel que les intervalles correspondant aux feuilles dej soient de
longueur supérieure ou égale à 1/a2 j (on demande donc que tout lesa2-bouquets de la
forêtF proviennent soient obtenus par expansion desi premières racines, et que toutes les
feuilles soient obtenues en au plusj expansions à partir d’une racine).

On peut trouverv, produit dezk, tel que la forêt expansion deF correspondant àvw,
soit égale à la forêt où l’on accolei fois consécutives l’arbre suivant de hauteurj :
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Il suffit pour cela de prendre pourv un produit dezk correspondant aux expansions
nécessaires pour transformer la forêtF en cette forêt “pleine”, qui correspond à l’appli-
cation

ϕ((z0z1 . . .zAia2 j−1) . . .(z0z1 . . .zAia2−1)(z0z1 . . .zAi−1)),

envoyant chacun desAia2 j+2 intervalles de longueur 1/a2 j+2, [0,1/a2 j+2], . . ., [Ai −
1/a2 j+2,Ai], sur les intervalles[0,1], . . ., [Aia2 j+2− 1,Aia2 j+2], et les intervalles[Ai +
l ,Ai+ l +1] sur[Aia2 j+2+ l ,Aia2 j+2+ l +1] pour toutl ∈ N.

Ainsi on a trouvév tel queϕ((z0z1 . . .zAia2 j−1) . . .(z0z1 . . .zAia2−1)(z0z1 . . .zAi−1)) =
ϕ(v)ϕ(w) ; mais on a montré avec le lemme 0 queϕ est injective surFa2, et on en déduit
donc quevw= (z0z1 . . .zAia2 j−1) . . .(z0z1 . . .zAia2−1)(z0z1 . . .zAi−1).

En appliquant la relationR5 on constate alors quevw est dansF +
a .

Preuve du lemme 2 :Pour obtenir ce lemme, il suffit de choisir à l’aide du lemme 1
des expansions dew1 etw2, v1w1 etv2w2, avec des paramètresi et j communs : c’est bien
sûr possible pour tout choix dei et j suffisamment grands.

Preuve du lemme 3 :On veut montrer que siw∈ F +, il existev dansF +
a tel quevw

soit dansF +
a2 .

Remarquons tout d’abord qu’il suffit de prouver ce résultatpourw de la formeuyAi,
avecu ∈ F +

a2 . En effet, si le résultat est vrai dans ce cas particulier, et si w est dans
F +, on peut l’écrire sous la formew = u1yAi1u2yAi2 . . .unyAinun+1, ui dansF +

a2 (avec
éventuellementui = 1), et alors on trouve successivementv1, v2, . . .,vn tels quev1u1yAi1,
v2(v1u1yAi1u2)yAi2, . . .,vnvn−1 . . .v1w sont dansF +

a2 , et ainsiv = vnvn−1 . . .v1 convient.

Traitons donc ce cas particulier : soitw = uyAi, avecu∈ F +
a2 .

L’idée de la démonstration est la suivante : on va multiplier (à gauche) l’élémentuyAi

par un produit dey choisi de manière à pouvoir regrouper tous les termesy en produits
nous permettant, avec les relationsR5 et R6, de les remplacer par des produits de termes
z.
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Pour comprendre ce procédé il peut être utile de visualiser sur les forêts les transfor-
mations que l’on applique de manière formelle aux mots eny et z.

Une forêt correspond à un élément deF+
a2 si et seulement si pour chaque feuille, le che-

min depuis une racine jusqu’à cette feuille est constituéd’un nombre pair dea-expansions
(et d’un nombre quelconque dea2-expansions). En effet chaque feuille correspond à une
application affine envoyant l’intervalle correspondant àcette feuille sur un intervalle de
longueur 1, et cette longueur peut se calculer à l’aide des expansions réalisées : on part
d’un intervalle de longueur 1 (la racine), et on divise la longueur para pour chaquea-
expansion (correspondant à uny) et para2 pour chaquea2 expansion (correspondant à
un z) ; cette longueur est donc une puissance de 1/a2 si et seulement si le nombre de
a-expansions est pair.

Considérons donc la forêt associée à un motuyAi, u∈ F +
a2 .

On constate que les feuilles obtenues comme expansions des racinesAi, Ai + 1, . . .,
Ai + A− 1 sont consécutives et en nombre multiple deA : yAi a Aa feuilles, et chaque
expansion éventuelle (par desa2-bouquets, correspondant à des termesz), rajoutea2−1=
2(a−1)A feuilles qui sont des expansions de l’une desA racinesAi, Ai+1, . . .,Ai+A−1).

On peut par conséquent subdiviser ena chacune de ces feuilles (cela correspond à
la multiplication par des termesy) ; la forêt ainsi obtenue correspond bien à un élément
deFa2 : chaque feuille est obtenue depuis une racine par 0 ou 2 subdivisions ena et un
nombre quelconques de subdivision ena2.

Avec a = 3, prenons l’exemplew = z0z3z8y2 ; si on prendv = y10y12y14y16y18y20y22

on peut décrire la transformation associée sur les forêts :

vw :

vw :

w :

Toute l’idée de la démonstration se trouve ci-dessus, mais bien sûr, nous allons devoir
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remplacer ces raisonnements sur les expansions de forêts et les longueurs d’intervalles
représentés par des feuilles par un raisonnement plus formel, dans le cadre du groupe
Ha,a+1, avec les mots enyAi et zk et les relations(R).

Soit donci ∈ N etu∈ F +
a2 , que l’on écritu = zal . . .za0 aveca0 ≤ a1 ≤ . . . ≤ al .

Si a0 < Ai, za0yAi = yA(i+2a−2)za0, et en répétant cette opération on peut se ramener
à prouver le résultat poura0 ≥ Ai, donc supposer quei = 0 (l’ensemble des relations est
invariant par la translation deA sur les indices).

Ainsi, on étudiew = zal . . .za0y0, a0 ≤ a1 ≤ . . . ≤ al .

Si a0 ≥ Aa, w = y0zal−A(a−1) . . .za0−A(a−1), et la relation(R5) donne

(y0yA . . .yA(a−1))w = (z0z1 . . .zA−1)(zal−A(a−1) . . .za0−A(a−1)),

qui est dansF +
a2 , et le résultat est donc prouvé avecv = y0yA . . .yA(a−1).

Dans le cas contraire,on peut écrirew = (zal . . .zam+1)(zam . . .za0)y0, aveca0 < Aa,
a1 < 3A(a−1)+ A, . . ., am < A(a−1)(2m+ 1)+ A et soitm= l , soit am+1 ≥ A(a−
1)(2m+3)+A.

On prend alorsv= y0yAy2A . . .yA(a−1+2(m+1)(a−1)) (produit dek= a+2(m+1)(a−1)
termes), et commeA(a−1+2(m+1)(a−1))+A= A(a−1)(2m+3)+A≤ am+1, on a
parR4 vw= (zal+A(a−1)k . . .zam+1+A(a−1)k)v(zam . . .za0)y0.

Écrivonsam = Aµ+λ, 0≤ λ < A, 0≤ µ≤ (a−1)(2m+1) ; on a

vzam = (y0 . . .yA(µ+2a−2))(yA(µ+2a−1) . . .yA(a−1+2(m+1)(a−1)))zAµ+λ
= (y0 . . .yA(µ−1))(yAµ. . .yA(µ+2a−2))zAµ+λ(yA(µ+1) . . .yA(a−1+2m(a−1)))
= (y0 . . .yA(µ−1))(zAµ+λa . . .zAµ+λa+a−1yAµ)(yA(µ+1) . . .yA(a−1+2m(a−1)))

( par la relationR6,λ)
= (zAµ+λa+Aµ(a−1) . . .zAµ+λa+a−1+Aµ(a−1))(y0yA . . .yA(a−1+2m(a−1)))

et peut conclure par récurrence surm quevw est bien de la forme souhaitée : le terme
vzamzam−1 . . .za0 est le produit d’un produit dez pary0yA . . .yA(a−1), donc, grâce à la rela-
tion R5, vw s’exprime uniquement à l’aide des termesz.

Preuve du lemme 4 :Commençons par traiter le cas particulierw = uv−1 : soit u, v
dansF +. Grâce au lemme 2, il existeuy et vy dansF +

a tels queuyu et vyv sont dansF +
a2 ,

et donc avec le lemme 3,uz et vz tels queuzuyu = vzvyv.
Mais alors,uv−1 = (uzuy)−1vzvy est de la formeu′−1v′ avecu′, v′ dansF +.

Si maintenant on prendw quelconque dansHa,a+1, on peut l’écrire comme un pro-
duit u1v−1

1 u2v−1
2 . . .unv−1

n , chaqueui et vi étant dansF + (u1 ou vn pouvant valoir 1),
et conclure par une récurrence surn. En effet on vient de traiter le casn = 1 ; on peut
donc l’appliquer àu1v−1

1 et écrirew = u′1
−1v′1u2v−1

2 . . .unv−1
n . Le résultat est vrai par hy-

pothèse de récurrence pour le mot(v′1u2)v
−1
2 . . .unv−1

n , que l’on peut donc écrirer−1s.
Ainsi, w = u′1

−1r−1s est bien de la forme voulue.

Preuve du lemme 5 :On fixew∈ F +
a2 .
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Commençons par étudier la forêt associée à l’application ϕ(w), c’est à dire la forêtF
telle queϕ(w) s’écrive(F0,F), F0 étant la forêt triviale.

ϕ(w) est une forêt de typea2, c’est à dire une forêt construite à partir de la forêt triviale
en rajoutant desa2-bouquets.

On peut regarder une telle forêt “niveau par niveau” ; par exemple poura = 3, w =
z31z25z20z3z1, écrire

w :

Niveau 1

Niveau 2

Niveau 3

En regardant cette forêt associée àϕ(w), on peut se convaincre que l’on peut la
construire ainsi : on réalise d’abord toutes les expansions de niveau 1, puis toutes celles de
niveaux 2, et ainsi de suite. Mais cette construction correspond à un certain produit ”for-
mel” d’expansionsz. Comme on sait que le groupeFa2 peut se représenter par générateurs
et relations< zk |zkzl = zl+a2−1zk(k < l) >, et, grâce au lemme 0, queFa2 etFa2 sont iso-
morphes, on a aussi une telle décomposition dansFa2.

Ainsi, il existe une écriture dew = wn . . .w2w1 correspondant à cette description par
niveau,wi représentant les éléments de niveaui (dans notre exemple, on prend ainsiw1 =
z1z4, w2 = z3z17, w3 = z31, et on peut écrirew = (z31)(z3z17)(z1z4)).

On remarque que l’ensemble des points de rupture deϕ(w) est la réunion (non dis-
jointe !) de l’ensemble des points de rupture de chaqueϕ(wi) ; d’autre part, commeϕ(w)
est dansFa, tous ses points de rupture sont multiples deA (de la formeA p

aq ).
Il nous suffit donc d’étudier le cas d’un tel élémentwi , autrement dit de montrer que

chaquewi , dont tous les points de rupture sont multiples deA, peut s’écrire comme un
produit de termes de la formezAi . . .zAi+A−1.

La forêt associée à chaquewi peut-être construite ainsi : on fixe un nombre fini d’in-
tervalles[n,n+1] et on en réalise une expansion élémentaire ; on obtient ainsi une forêt
sur un seul niveau où alternent des racines et un nombre fini dea2-bouquets.

Mais on sait que les deux points de rupture correspondant àzk (i.e à una2-bouquet
d’indicek), k et k+1, ne sont jamais multiples deA, sauf le premier point de rupture des
zAi et le deuxième point de rupture deszAi+A−1.

Par conséquent, si una2-bouquet d’indiceAi+ r, 0≤ r < A, intervient dans l’écriture
de la forêt, on a nécessairement aussi tous lesa2-bouquets d’indiceAi, Ai + 1, . . .,Ai +
A−1, sinon apparaı̂trait un point de rupture non multiple deA.

Ainsi, wi est bien un produit de termeszAizAi+1 . . .zAi+A−1.

Cela termine la preuve des lemmes ; le théorème A est donc maintenant entièrement
démontré.
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V.3.4 Ha,a+1 est de pŕesentation finie

On vient de trouver une présentation infinie, mais relativement régulière, deHa,a+1 :

Théorème B
Le groupe Ha,a+1 est d́efini par les ǵeńerateurs yAi, i ∈ N, zk,k ∈ N, et les relations

(R).

Pour montrer queHa,a+1 est de présentation finie, il nous suffit donc de réduire cette
présentation< y0,yA, . . . ,z0,z1,z2, . . . |R> à une présentation finie.

Pour cela on se donne des élémentsy0,yA,y2A, . . . ,yA(a−1) et z0,z1,z2, . . . ,za2−1, et on
définit à partir de là, pour 1≤ i ≤ a−1 etn≥ 1, yAi+nA(a−1) = yn

0yAiy
−n
0 et de même, pour

α = 1,2, . . . ,a2−1, n≥ 1, z(a2−1)n+α = zn
0zαz−n

0 .

Il est facile de vérifier avec cette définition quez0zkz
−1
0 = zk+a2−1 et y0yAiy

−1
0 =

yAi+A(a−1) pour tousk, i ≥ 1.

On considère alors le groupe défini par les générateursy0, yA, . . . , yA(a−1) et z0, z1,
z2, . . . , za2−1, et l’ensemble fini de relations :

– R1
k,l pourk < l , l ≤ 2a2−1

– R2
i, j pour i < j, j ≤ 2a−1

– R3
k,i pourk < Ai, i ≤ 3a−2

– R4
i,k pourA(i +1) ≤ k, k≤ a(a+A)

– R5
i pour i ≤ a

– R6,λ
i pour 0≤ λ < A, i ≤ a.

[en toute rigueur ce ne sont pas directement ces relations que l’on prend, mais les
relations obtenues en remplaçant formellement toutes lesoccurrences deyAi, i > a−1 et
zk,k > a2−1 par leur définition en fonction dey0,yA, . . . ,yA(a−1) et z0,z1,z2, . . . ,za2−1]

On va montrer que dans ce groupe, qui est par construction de présentation finie, toutes
les relationsRsont vérifiées.

– R1 est vraie :
R1

k,l l’est par hypothèse pourl ≤ 2a2−1,k < l .

Fixonsl > 2a2−1 etk < l et supposonsR1
κ,λ vraie pourλ < l , κ < λ.

Si k≤ a2−1 on a

zkzl z
−1
k = zk(za2zl−a2+1z−1

a2 )z−1
k (R1

a2,l−a2+1)

= (zkza2z−1
k )(zkzl−a2+1z−1

k )(zkz
−1
a2 z−1

k )

= (z0za2z−1
0 )(z0zl−a2+1z−1

0 )(z0z−1
a2 z−1

0 ) (R1
∗,l−a2+1,R

1
∗,a2)

= z0(za2zl−a2+1z−1
a2 )z−1

0
= z0zlz

−1
0 (R1

a2,l−a2+1)

= zl+a2−1

Si k≥ a2 :

zkzl z
−1
k = z0(zk−a2+1zl−a2+1z−1

k−a2+1
)z−1

0

= z0zlz
−1
0 (R1

k−a2+1,l−a2+1)

= zl+a2−1
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DoncR1
k,l est vérifiée.

– R2 est vraie :
R2

i, j l’est par hypothèse pourj ≤ 2a−1, i < j.
Fixons j > 2a−1, i < j et supposonsR2

κ,λ vraie pourλ < j, κ < λ.

Si i ≤ a−1 on a

yAiyA jy
−1
Ai = yAi(yAayA j−A(a−1)y

−1
Aa)y−1

Ai (R2
a, j−a+1)

= (yAiyAay
−1
Ai )(yAiyA j−A(a−1)y

−1
Ai )(yAiy

−1
Aay−1

Ai )

= (y0yAay
−1
0 )(y0yA j−A(a−1)y

−1
0 )(y0y−1

Aay−1
0 ) (R2

∗, j−a+1,R
2
∗,a)

= y0(yAayA j−A(a−1)y
−1
Aa)y−1

0
= y0yA jy

−1
0 (R2

a, j−a+1)

= yA j+A(a−1)

Si i ≥ a :

yAiyA jy
−1
Ai = y0(yAi−A(a−1)yA j−A(a−1)y

−1
Ai−A(a−1))y

−1
0

= y0yA jy
−1
0 (R2

i−a+1, j−a+1)

= yA j+A(a−1)

DoncR2
i, j est vérifiée.

– R3 est vraie :
R3

k,i l’est par hypothèse pouri ≤ 3a−2,k < Ai.

Fixonsi ≥ 3a−1 etk < Ai et supposonsR3
κ,λ vraie pourλ < i, κ < Aλ.

Si k≤ a2−1 on a

zkyAiz
−1
k = zk(yA(2a−1)yAi−A(a−1)y

−1
A(2a−1))z

−1
k (R2

2a−1,i−a+1)

= yA(4a−3)yAi+A(a−1)y
−1
A(4a−3) (R3

k,2a−1,R
3
k,i−a+1)

= yAi+A(2a−2)

Si k≥ a2 :

zkyAiz
−1
k = z0(z

−1
0 zkz0)(z

−1
0 yAiz0)(z

−1
0 z−1

k z0)z
−1
0

= z0(zk−a2+1yAi−A(2a−2)z
−1
k−a2+1)z

−1
0 (R3

0,i−2a+2)

= z0yAiz
−1
0 (R3

k−a2+1,i−2a+2)
)

= (z0yA)(y−1
A yAiyA)(y−1

A z−1
0 )

= yA(2a−1)z0yAi−A(a−1)z
−1
0 y−1

A(2a−1) (R3
0,1)

= yA(2a−1)yAi+A(a−1)y
−1
A(2a−1) (R3

0,i−a+1)

= yAi+A(2a−2)

DoncR3
k,i est vérifiée.

– R4 est vraie :
R4

i,k l’est par hypothèse pourk≤ a(a+A),A(i +1)≤ k.

Fixonsk> a(a+A), A(i +1)≤ k et supposonsR4
κ,λ vraie pourλ < k, A(κ+1)≤ λ.
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Si i < a on a

yAizky
−1
Ai = yAi(zAa+1zk−a2+1z−1

Aa+1)y
−1
Ai

= (yAizAa+1y−1
Ai )(yAizk−a2+1y−1

Ai )(yAiz
−1
Aa+1y−1

Ai )

= zA(2a−1)+1zk−A(a−1)z
−1
A(2a−1)+1 (R4

i,Aa+1,R
4
i,k−a2+1)

= zk+A(a−1)

Si i ≥ a :

yAizky
−1
Ai = y0(y

−1
0 yAiy0)(y

−1
0 zky0)(y

−1
0 y−1

Ai y0)y
−1
0

= y0yAi−A(a−1)zk−A(a−1)y
−1
Ai−A(a−1)y

−1
0 (R4

0,k−A(a−1))

= y0zky
−1
0 (R4

i−a+1,k−A(a−1))

= (y0zA(a−1))(z
−1
A(a−1)zkzA(a−1))(z

−1
A(a−1)y

−1
0 )

= y0zA(a−1)zk−a2+1z−1
A(a−1)y

−1
0

= za2−1(y0zk−a2+1y−1
0 )z−1

a2−1
(R4

0,A(a−1))

= za2−1zk−A(a−1)z
−1
a2−1

(R4
0,k−a2+1)

= zk+A(a−1)

DoncR4
i,k est vérifiée.

– R5 est vraie :
R5

i l’est par hypothèse pouri ≤ a.
Fixonsi > a et supposonsR5

λ vraie pourλ < i.
Alors

zAi . . .zA(i+1)−1 = (y0zAi−A(a−1)y
−1
0 ) . . .(y0zA(i+1)−1−A(a−1)y

−1
0 )

= y0(zAi−A(a−1) . . .zA(i+1)−1−A(a−1))y
−1
0

= y0(yAi−A(a−1) . . .yA(i+a−1)−A(a−1))y
−1
0 (R5

i−a+1)
= yAiyA(i+1) . . .yA(i+a−1)

DoncR5
i est vérifiée.

– R6,λ est vraie :
Soit 0≤ λ < A.
R6,λ

i est vérifiée par hypothèse pouri ≤ a.

Fixonsi > a et supposonsR6,λ
l vraie pour toutl < i.

Alors

yAi . . .yA(i+2a−2)zAi+λ = y0(yA(i−a+1) . . .yA(i+a−1)zAi+λ−A(a−1))y
−1
0

= y0(zA(i−a+1)+λa . . .zA(i−a+1)+λa+a−1yA(i−a+1))y
−1
0

= zAi+λa . . .zAi+λa+a−1yAi

DoncR6,λ
i est vérifiée.

Ainsi, la présentation infinie que l’on a trouvée au chapitre précédent se ramène à une
présentation finie, et donc on a démontré le

Théorème B (cas ǵenéral) Ha,a+1 est de pŕesentation finie.
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La démonstration ci-dessus donne une présentation finie avec pour générateursy0, yA,
. . ., yA(a−1) et z0,z1, . . . ,za2−1 soit a+ a2 générateurs. On peut aussi calculer le nombre
de relations nécessaires : on a ainsi utilisé(2a2−1)(2a2)/2 relationsR1, (2a−1)(2a)/2
relationsR2, A(3a−2)(3a−1)/2 relationsR3, A(a+1)(a+2)/2 relationsR4, a+1 re-
lationsR5 et A(a+1) relationsR6, soit au total(4a4+5a3+5a2 +a+5)/2 relations.

On peut compléter en montrant (grâce àR5) que leszAi se déduisent desyAi et des
zk pour k non-multiples deA, ce qui nous permet d’écrire une présentation finie avec
pour générateurs lesy0, yA, . . ., yA(a−1) et leszk, 0≤ k < a2, k non multiple deA, soit
a+(a2−2a+1) = a2−a+1 générateurs.

V.3.5 Existence d’une forme semi-normale

La démonstration de la présentation deHa,a+1 se fait par une étude directe des rela-
tions, contrairement à la première démonstration, dansle casa = 3, où l’on commençait
par prouver une sorte de forme normale. Mais ici aussi, on peut espérer prouver un résultat
analogue :

Problème :
Tout élément deHa,a+1 a une écriture de la forme :

(y−α0
0 z−α1

1 z−α2
2 . . .z−αA−1

A−1 ) . . .(y−αAi
Ai z−αAi+1

Ai+1 . . .z−αAi+A−1
Ai+A−1 ) . . .

∗

. . .(zβAi+A−1
Ai+A−1 . . .zβAi+1

Ai+1yβAi
Ai ) . . .(zβA−1

A−1 . . .zβ1
1 yβ0

0 ),

avec tous lesαk et βk positifs ou nuls, et nuls à partir d’un certain rang,

V.4 Présentations deFΓ

V.4.1 FΓ est de pŕesentation finie

FixonsΓ de genre 0. Sin = ν(Γ), on a déjà vérifié queFΓ est isomorphe àF2n−3,2n−2.
Mais celui-ci est un sous-groupe d’indice 2 deH2n−3,2n−2, qui est de présentation

finie. Par conséquent,

Proposition 29 Si Γ est de genre 0, FΓ est de pŕesentation finie

V.4.2 Présentations explicites deFΓ

Pour calculer des présentations explicites deFa,a+1 à partir de celles deHa,a+1 on va
utiliser le théorème de Reidemeister-Schreier, démontré par exemple dans [11].

Un cas particulier de ce théorème, pour un sous-groupe d’indice 2 qui est le cas qui
nous intéresse, est la suivante :

Proposition 30 (Reidemeister-Schreier)
Soit G un groupe de présentation< x∈ X | r ∈ R >.
On se donne H un sous-groupe de G d’indice 2 et y0 un élément de G tel que G=

H ∪y0H.
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On pose I= {0,1}, H0 = H et H1 = y0H, H0 = 1, H1 = y0, et on d́efinit, pour i∈ I et
x∈ X, θi,x = Hix(Hix)−1.

On d́efinit aussi pour x∈ X, i ∈ I, e∈ {+1,−1} et w∈ G :

1Hi = 1
xHi = θi,x

(x−1)Hi = (xHix−1
)−1

(wxe)Hi = wHi (xe)Hiw.

EnfinΘ est l’ensemble{θi,x|θi,x = 1 dans G}.

Alors le groupe H a la pŕesentation

< θi,x(i ∈ I ,x∈ X) |Θ, rHi (i ∈ I , r ∈ R) >

Dans notre cas on prendH = Fa,a+1, X = {yAi,zk, i,k∈ N} et les relationsR données
précédemment.

Alors

y0,x =

{
x si x∈ Fa,a+1

xy−1
0 sinon

,

et

y1,x =

{
y0xy−1

0 si x∈ Fa,a+1

y0x sinon
.

On poseZk = y0,zk, Z′
k = y1,zk, YAi = y1,yAi, Y′

Ai = y0,yAi.

Vus comme éléments du groupeHa,a+1, Zk = zk, Z′
k = y0zky

−1
0 , YAi = y0yAi et Y′

Ai =

yAiy
−1
0 .
On aθi,x = 1 dansHa,a+1 si et seulement sii = 0, x = y0, doncΘ = {Y′

0}.

Ainsi,

Proposition 31 Fa,a+1 admet la pŕesentation :

Géńerateurs :

YAi,Y
′
Ai pour i∈ N

Zk,Zk′ pour k∈ N

Relations :

Y′
0 = 1
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k < l : (R1
k,l) ZkZl = Zl+a2−1Zk

(R′1
k,l) Z′

kZ
′
l = Z′

l+a2−1Z′
k

i < j : (R2
i, j) YAiY′

A j = YA( j+a−1)Y
′
Ai

(R′2
i, j) Y′

AiYA j = Y′
A( j+a−1)YAi

k < Ai : (R3
k,i) ZkY′

Ai = Y′
A(i+2a−2)Z

′
k

(R′3
k,i) Z′

kYAi = YA(i+2a−2)Zk

A(i +1) ≤ k : (R4
i,k) Y′

AiZ
′
k = Zk+A(a−1)Y

′
Ai

(R′4
i,k) YAiZk = Z′

k+A(a−1)YAi

∀i : (R5
i ) ZAiZAi+1 . . .ZA(i+1)−1

= Y′
AiYA(i+1) . . .Y

′
A(i+a−1)YAi

(R′5
i ) Z′

AiZ
′
Ai+1 . . .Z′

A(i+1)−1
= YAiY′

A(i+1) . . .YA(i+a−1)Y
′
Ai

∀i,0≤ λ < a : (R6,λ
i ) Y′

AiYA(i+1) . . .YA(i+2a−3)Y
′
A(i+2a−2)Z

′
Ai+λ

= ZAi+λaZAi+λa+1 . . .ZAi+λa+a−1Y
′
Ai

(R′6,λ
i ) YAiY′

A(i+1) . . .Y
′
A(i+2a−3)YA(i+2a−2)ZAi+λ

= Z′
Ai+λaZ′

Ai+λa+1 . . .Z′
Ai+λa+a−1YAi

De manière analogue, à partir des présentations finies deHa,a+1, on montre aussi :

Proposition 32 Fa,a+1 admet une pŕesentation finie de ǵeńerateurs Y0, YA, . . ., YA(a−1) et
Zk, 0≤ k < a2, k non multiple de A·

Démonstration:
On sait queHa,a+1 admet une présentation finie avec pour générateursy0, yA, . . ., yA(a−1) et leszk,

0≤ k < a2, k non multiple deA·
Donc par le théorème de Reidemeister-Schreier,Fa,a+1 admet une présentation finie avec générateurs

Y0, YA, . . ., YA(a−1), Y′
0, Y′

A, . . ., Y′
A(a−1) et Zk, Z′

k, 0≤ k < a2, k non multiple deA·

Mais en utilisantY′
0=1, R2 nous donneY′

A j = YA( j+a−1)Y
−1
0 pour tout j ≥ 1, et R3 nous donneZ′

k =

YA(i+2a−2)ZkY
−1
Ai pour toutk.�



Chapitre VI

Le groupeTΓ

VI.1 Rappel des d́efinitions

On rappelle la définition du groupeTΓ :

Définition 9 TΓ est le sous-groupe de PPSL2(Z) constitúe deséléments qui, sur chacun
des intervalles entre les points de rupture, coı̈ncident avec uńelément deΓ.

C’est donc la même définition que pour le groupeFΓ sans la condition de fixer l’infini.
Le cercleS1 est vu comme l’espace[0,1] où l’on identifie 0 et 1. Dans ce cadre affine,

on a défini de manière analogue le groupeT [0,1]
a,a+1 :

Définition 10 T [0,1]
a,a+1 est le groupe des hoḿeomorphismes de S1, affines par morceaux,

avec des points de rupture sur1a+1Z[1/a] et des pentes puissances de a, de la forme
anx+ p

aq , p,q∈ Z, sur chaque intervalle òu ils sont affines,

et on a la propriété de conjugaison :

Proposition 33 SiΓ est de genre 0, TΓ est conjugúe à T[0,1]
2n−3,2n−2, où n d́esigne le nombre

de cusps deH/Γ.

Dans tout ce qui suit, on abrègeT [0,1]
a,a+1 et F [0,1]

a,a+1 enTa,a+1 et Fa,a+1 respectivement.

VI.2 Propri étés de transitivité

Si I est un intervalle deR, de manière analogue au casI = [0,1], F I
a,a+1 est défini

comme le groupe des homéomorphismes deI affines par morceaux, avec des points de
rupture sur 1

a+1Z[1/a] et de la formex→ anx+ p
aq sur chaque intervalle où ils sont affines ;

on définit aussiΩI = Z[1/a]∩ I .
On va ici chercher à décrire l’action deF I

a,a+1 surΩI .
On commence bien sûr par remarquer que :

Proposition 34 ΩI est stable par FIa,a+1

79
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Démonstration:
Par définitionI est stable parF I

a,a+1, et siω = u/av ∈ ΩI , f (ω) est de la formean u
av + p

aq = an+qu+avp
av+q

qui est bien dansZ[1/a]. Donc f (ω) ∈ ΩI . �

Soient maintenantα,α′ ∈ Z[1/a] avec 0< α < α′.
Alors il existek ∈ N tel queak(a−1)α > α′−α. Posonsβ = α + α′−α

ak ; α < β < α′

et aα−β
a−1 = α+ α′−α

(a−1)ak , doncα < aα−β
a−1 < α′.

Soient

f1(t) =





t si t < aα−β
a−1

a(t−α)+β si aα−β
a−1 ≤ t ≤ α

t +β−α si t > α

et

f2(t) =





t si t < α
ak(t−β)+α′ si α ≤ t ≤ β
t +α′−β si t > β.

Alors f1 et f2 sont dansFR
a,a+1, et on af1(0) = 0, f1(α) = β et f2(0) = 0, f2(β) = α′ ;

par conséquentf = f2◦ f1 ∈ FR
a,a+1 est telle quef (0) = 0, f (α) = α′.

Si α > α′, on prend l’inverse de la fonctionf correspondant àα′ < α, ce qui nous
donne aussi bien une fonction deFR

a,a+1 telle quef (0) = 0, f (α) = α′. Et bien entendu si
α = α′, f = IdR convient.

Soient maintenantu,v,u′,v′ dansZ[1/a] tels queu < v, u′ < v′. Commev−u > 0 et
v′−u′ > 0, par ce qui précède il existef ∈ FR

a,a+1 telle quef (0) = 0, f (v−u) = v′−u′. Si

on définitgu,v,u′,v′ pargu,v,u′,v′(t) = u′+ f (t−u), alorsgu,v,u′,v′ ∈ FR
a,a+1 etgu,v,u′,v′(u) = u′,

gu,v,u′,v′(v) = v′.

On peut maintenant prouver :

Proposition 35 Pour tout l≥ 1, F I
a,a+1 agit l-transitivement surΩI .

Démonstration:
Soientu1 < u2 < .. . < ul et u′1 < u′2 < .. . < u′l dansΩI .
D’après ce qui précède,f définie surI par :

f (t) =






g0,u1,0,u′1
(t) si t ≤ u1

gu1,u2,u′1,u
′
2
(t) si u1 ≤ t ≤ u2

. . .
gul−1,ul ,u

′
l−1,u

′
l
(t) si ul−1 ≤ t ≤ ul

gul ,1,u′l ,1
(t) si ul ≤ t

est un élément deF I
a,a+1 qui envoieui suru′i pour tout 1≤ i ≤ l , d’où le résultat.�

On peut au passage noter que siu,v∈Z[1/a], u< v, g0,1,u,v conjugue les deux groupes

F [u,v]
a,a+1 et Fa,a+1, et on a donc prouvé le résultat :
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Proposition 36 Pour tout intervalle I d’extŕemit́es dansZ[1/a], FI
a,a+1 est isomorphèa

Fa,a+1.

On peut montrer pour les groupesT un résultat analogue de transitivité ; on noteΩ′

l’image dansS1 deZ[1/a] :

Proposition 37 Pour tout n≥ 1, Ta,a+1 agit transitivement sur les partiesà néléments de
Ω′.

Démonstration:
– Si u∈ Ω′, τu la translation paru, τu(x) = x+ u est un élément deTa,a+1 qui envoie 0 suru. τu,v =

τv◦ τ−1
u envoieu surv, ce qui prouve le résultat pourn = 1.

– Soienta1 < a2 < .. . < an < a1 etb1 < b2 < .. . < bn < b1 dansΩ′ (on fixe des représentants dansR

de ces points qui sont contenus dans un intervalle de longueur 1).
Alors par la proposition 35, il existef ∈ Fa,a+1 telle quef envoiea2−a1 surb2−b1, . . ., an−a1 sur
bn−b1.
Mais alors,τb1 ◦ f ◦ τ−1

a1
∈ Ta,a+1 envoiea1 surb1, . . ., an surbn.

Cela prouve le résultat den-transitivité�

VI.3 TΓ est de type fini

On démontrera de manière indépendante queTΓ est de présentation finie, mais on peut
facilement prouver queTΓ est de type fini, en utilisant une fois de plus l’isomorphisme

avecT [0,1]
a,a+1.

En effet, soitϕ la translation de 1/a sur[0,1] : ϕ = τ1/a. Si α ∈ Z[1/a]∩]0,1[, il existe

fα dansF [0,1]
a,a+1 telle que fα(1/a) = α. Soit alorsgα = fα ◦ϕ. Alors gα ∈< ϕ,F [0,1]

a,a+1 >⊂

T [0,1]
a,a+1, etgα(0) = α.

Si maintenant on se donnef ∈ T [0,1]
a,a+1, g−1

f (0) ◦ f (0) = 0 doncg−1
f (0) ◦ f ∈ F [0,1]

a,a+1. Ainsi,

f ∈< ϕ,F [0,1]
a,a+1 >.

On a donc montré queϕ et F [0,1]
a,a+1 engendrentT [0,1]

a,a+1. Mais commeF [0,1]
a,a+1 est de type

fini, on a prouvé queT [0,1]
a,a+1 est de type fini.

Ainsi, T [0,1]
a,a+1 et TΓ étant isomorphes,

Proposition 38 TΓ est de type fini.

VI.4 Calculs de stabilisateurs

Dans cette partie nous étudions certains stabilisateurs de l’action deTa,a+1 surΩ′, ce
qui nous sera utile pour montrer queTa,a+1 est de présentation finie.

Si Z/nZ agit sur un groupeG, on rappelle que le produit semi-directG⋊ Z/nZ est
l’ensemble des couples(g,u),g∈ G,u∈ Z/nZ avec le produit(g,u)(h,v) = (gu.h,u+v).
G est un sous-groupe d’indice fini deG⋊Z/nZ, doncG etG⋊Z/nZ sont simultanément
de présentation finie ou non.
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– Soit Stabα le sous-groupe deTa,a+1 formé des éléments qui laissent fixeα ∈ Ω′.
L’applicationFa,a+1 → Stabα qui à f associeτα ◦ f ◦ τ−1

α est un isomorphisme, et
donc

Stabα ≃ Fa,a+1.

En particulier, Stabα est de présentation finie.

– Soit Stabα,β le sous-groupe deTa,a+1 formé des éléments qui laissent fixesα et
β ∈ Ω′. Par la conjugaison parτα, on peut supposer queα = 0.

Considérons alors l’applicationF [0,β]
a,a+1 × F [β,1]

a,a+1 → Stab0,β qui envoie( f1, f2) sur
l’application qui àx associef1(x) sur [0,β] et f2(x) sur [β,1]. C’est clairement un

isomorphisme, et commeF [0,β]
a,a+1 ≃ F [β,1]

a,a+1 ≃ Fa,a+1, on a prouvé que

Stabα,β ≃ Fa,a+1×Fa,a+1 = F2
a,a+1.

En particulier, Stabα,β est de présentation finie.

– Soit Stabα,β,γ le sous-groupe deTa,a+1 formé des éléments qui laissent fixesα,β et
γ ∈ Ω′. Par la conjugaison parτα, on peut supposer queα = 0.

Considérons alors l’applicationF [0,β]
a,a+1 × F [β,γ]

a,a+1 × F [γ,1]
a,a+1 → Stab0,β,γ. Elle envoie

( f1, f2, f3) sur l’application qui àx associef1(x) sur [0,β], f2(x) sur [β,γ] et f3(x)

sur[γ,1]. C’est clairement un isomorphisme, et commeF [0,β]
a,a+1 ≃ F [β,γ]

a,a+1 ≃ F [γ,1]
a,a+1 ≃

Fa,a+1, on a prouvé que

Stabα,β,γ ≃ Fa,a+1×Fa,a+1×Fa,a+1 = F3
a,a+1.

En particulier, Stabα,β,γ est de présentation finie.

– Soit Stab{α,β} le sous-groupe deTa,a+1 formé des éléments qui laissent fixe globa-
lement{α,β}, α,β distincts dansΩ′. En conjuguant parτα, on peut supposer que
α = 0.
Soit ψ dansFR

a,a+1 qui envoie 0 surβ et β sur 1 ;ψ permet de définir une action de

Z/2Z surF [0,β]
a,a+1×F [β,1]

a,a+1 par 0.( f ,g) = ( f ,g) et 1.( f ,g) = (ψ−1gψ,ψ f ψ−1).
Si

A :





F [0,β]
a,a+1×F [β,1]

a,a+1 → Stab{0,β}

( f ,g) 7→

{
f sur[0,β]
g sur[β,1]

,

on définitB de(F [0,β]
a,a+1×F [β,1]

a,a+1)⋊Z/2Z dans Stab{0,β} par(( f ,g),0)→ A( f ,g) et

(( f ,g),1)→ A(gψ, f ψ−1). Alors B est un morphisme injectif.
Fixons un éléments dans Stab{0,β}. Si il fixe 0 etβ, s= B((s|[0,β],s|[β,1]),0). Si il
échange 0 etβ, si Ψ désigne l’élément valantψ sur [0,β] et ψ−1 sur [β,1], Ψ =
B((Id, Id),1), et Ψ◦s fixe 0 etβ donc a un antécédent parB : s est donc bien dans
l’image deB. Ainsi, B est surjectif :B est un isomorphisme, et on a donc :

Stab{α,β} ≃ (Fa,a+1×Fa,a+1 ⋊Z/2Z ≃ F2
a,a+1 ⋊Z/2Z.

En particulier, Stab{α,β} est de présentation finie.
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– Soit Stab{α,β,γ} le sous-groupe deTa,a+1 formé des éléments qui laissent fixe globa-
lement{α,β,γ}, α,β,γ distincts dansΩ′.
Si on se donneϕ dansTa,a+1 qui envoie{α,β,γ} sur{0,1/3,2/3} (ϕ existe par la
proposition 37),ϕ conjugue Stab{α,β,γ} et Stab{0,1/3,2/3} ; il suffit donc d’étudier ce
dernier groupe.

On définit une action deZ/3Z surF [0,1/3]
a,a+1 ×F [1/3,2/3]

a,a+1 ×F [2/3,1]
a,a+1 par

0.( f ,g,h) = ( f ,g,h)
1.( f ,g,h) = (τ−2/3◦h◦ τ2/3,τ1/3◦ f ◦ τ−1/3,τ1/3◦g◦ τ−1/3)
2.( f ,g,h) = (τ−1/3◦g◦ τ1/3,τ−1/3◦h◦ τ1/3,τ2/3◦ f ◦ τ−2/3)

(τa désigne la translation dea dansFR
a,a+1).

Si A est donnée par

A :






F [0,1/3]
a,a+1 ×F [1/3,2/3]

a,a+1 ×F [2/3,1]
a,a+1 → Stab{0,1/3,2/3}

( f ,g,h) 7→





f sur[0,1/3]
g sur[1/3,2/3]
h sur[2/3,1],

on définit un morphismeB de(F [0,1/3]
a,a+1 ×F [1/3,2/3]

a,a+1 ×F [2/3,1]
a,a+1 )⋊Z/3Z dans Stab{0,β}

par
(( f ,g,h),0) 7→ A( f ,g,h)
(( f ,g,h),1) 7→ A(g◦ τ1/3,h◦ τ1/3, f ◦ τ−2/3)
(( f ,g,h),2) 7→ A(h◦ τ2/3, f ◦ τ−1/3,g◦ τ−1/3).

Alors B est clairement injectif.
Fixons un éléments dans Stab{0,1/3,2/3}.
Si s fixe 0, 1/3 et 2/3,s= B((s|[0,1/3],s|[1/3,2/3],s|[2/3,1]),0).
Dans le cas contraire : aucun des trois points 0, 1/3 et 2/3 n’est fixe, car si (par
exemple) 0 est fixe,sest dansFa,a+1, et il n’y a aucun élément deFa,a+1 qui échange
deux points. Par conséquent,s permute circulairement les trois points.
Soit Ψ = B((Id, Id, Id),1) ; Ψ envoie 0 sur 1/3, 1/3 sur 2/3 et 2/3 sur 0.
Alors Ψ◦s ou Ψ−1 ◦s fixe 0, 1/3 et 2/3, donc a un antécédent parB, de même que
Ψ par construction :s est donc bien dans l’image deB. Ainsi, B est surjectif :B est
un isomorphisme, et on a donc :

Stab{α,β,γ} ≃ (Fa,a+1×Fa,a+1×Fa,a+1)⋊Z/3Z = F3
a,a+1 ⋊Z/3Z.

En particulier, Stab{α,β,γ} est de présentation finie.

– On montrerait de même, mais cela ne nous sera pas utile, quepour toutn et toute
partieXn deΩ′ de cardinaln,

StabXn ≃ Fn
a,a+1 ⋊Z/nZ,

et donc que StabXn est de présentation finie.
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VI.5 TΓ est de pŕesentation finie

On utilise un résultat déjà utilisé par K.Brown ([4], [6]) et T.Tsuboı̈ ([27]) dans leur
étude des groupes de Thompson :

Proposition 39 Soit X̃ est un 2-complexe simplicial simplement connexe sur lequel le
groupe T agit sans inversion. Si X= X̃/T est fini et que les groupes d’isotropie associés
aux sommets, arêtes et triangles sont de présentation finie, T est de présentation finie.

On va ici considérer d’abord le 2-complexe simplicialỸ des triangles a sommets dans
Ω′. Ω′ étant infini,Ỹ est simplement connexe. Mais l’action deTa,a+1 est avec inversion :
pour éviter cela on considère l’action sur la subdivisionbarycentriquẽX deỸ : X̃ est un
2-complexe simplicial simplement connexe sur lequel le groupeTa,a+1 agit sans inversion.

X = X̃/Ta,a+1 est fini : comme l’action deTa,a+1 est transitive sur les ensembles à 1,
2 et 3 éléments deΩ′, X comporte trois sommets,p0 orbite des sommets dẽY, p1 orbite
des milieux de deux sommets̃Y et p2 orbite des milieux des triangles dẽY.

X a trois types d’arêtes,p0p1, p1p2 et p0p2, et deux types de triangles,(p0p1p2) et
(p0p2p1).

Si on se donne un simplexe dẽX, son groupe d’isotropie ne dépend que de l’image du
simplexe dansX, et on a grâce aux résultats de la partie précédente :

Stab(p0) ≃ Fa,a+1

Stab(p1) ≃ F2
a,a+1 ⋊Z/2Z

Stab(p2) ≃ F3
a,a+1 ⋊Z/3Z

Stab(p0p1) ≃ F2
a,a+1

Stab(p0p2) ≃ F3
a,a+1

Stab(p1p2) ≃ F3
a,a+1

Stab((p0p1p2)) ≃ F3
a,a+1

Stab((p0p2p1)) ≃ F3
a,a+1.

Tous ces stabilisateurs étant de présentation finie, on enconclut queTa,a+1 est de
présentation finie, et par conséquent :

Proposition 40 TΓ est de pŕesentation finie.

VI.6 Le groupe VΓ

En s’inspirant de la construction classique des groupes de ThompsonF, T et V, on
cherche à prolonger la définition de ces groupesFΓ et TΓ à des groupes de typeV.

Reprenons les définitions deFΓ et TΓ : avec III.1.4, on voit que l’on peut représenter
un élément deFΓ par un couple d’arbres ayant le même marquage de leurs feuilles, et
un élément deTΓ par un triplet(T1,T2,σ) où σ est une permutation cyclique deZ/ fZ - f
étant le nombre de feuilles des arbresT1 et T2- tels que les marquages des feuilles deT2

correspondent aux marquages de l’image parσ des feuilles deT1.
Avec ces notations, on peut définirVΓ comme groupe de triplets(T1,T2,σ) oùσ est une

permutation quelconque, et non plus cyclique. Alors la démonstration ci-dessus du fait
queTΓ est de présentation finie se généralise, et le groupeVΓ est lui-aussi de présentation
finie.



Chapitre VII

Quelques compĺements

On rappelle que le groupeFΓ est isomorphe au groupe affine par morceaux groupe
Fa,a+1 aveca = 2n−3, n étant le nombre de cusps deH/Γ. On utilisera dans ce qui suit,
selon les cas, le groupeFa,a+1 ou directement le groupeFΓ.

Dans ce chapitre sont réunis quelques résultats complémentaires sur les groupesFΓ.
On commence par montrer que le centre deFΓ est trivial, que[FΓ,FΓ] est simple.
On s’intéresse ensuite à l’abélianisé du groupeFΓ : après l’avoir décrit par un système

de générateurs et relations, on le calcule explicitementpour les premières valeurs du
nombre de cusps.

Si Γ est un sous-groupe dePSL2(Z) quelconque, une application définie surFΓ et liée
à ces questions d’abélianisation, suggère une piste pour prouver directement le résultat de
Peter Greenberg : en genre strictement positif,FΓ n’est pas de présentation finie.

VII.1 Centre de FΓ

Le centre deFΓ (ensemble des éléments commutant avec tous les autres) sedétermine
comme pour les groupes classiquesFn :

Proposition 41 Le centre de FΓ est trivial.

Il suffit de montrer le résultat pourFa,a+1, a impair.
Soit f dans le centre deFa,a+1, etx dansZ[1/a]. On définitg∈ Fa,a+1 par

g(t) =





t sur[0,x]
a2t +(1−a2)x sur[x,x+1]

t +(a2−1) sur[x+1,+∞[.

L’ensemble des points invariants pargest[0,x] ; commef etgcommutent, on af (x) =
f (g(x)) = g( f (x)), donc f (x) est un point invariant parg, et doncf (x) ≤ x.

f−1 étant aussi dans le centre deg, g et f−1 commutent et on montre de même que
f−1(x) ≤ x, doncx≤ f (x).

Ainsi, f (x) = x pour toutx ∈ Z[1/a]. Mais, Z[1/a] étant dense dans[0,+∞[, on en
déduit quef = Id[0,+∞[, d’où le résultat.
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VII.2 F ′
Γ est simple

On veut montrer que le groupe dérivéF ′
Γ = [FΓ,FΓ] formé des commutateurs deFΓ,

{[ f ,g] = f g f−1g−1| f ,g∈ FΓ}, est simple.

VII.2.1 Le groupe Ba,a+1

On rappelle qu’il existea impair tel queFΓ est isomorphe àF [0,1]
a,a+1 ; il suffit donc de

montrer que[F [0,1]
a,a+1,F

[0,1]
a,a+1] est simple.

Fa,a+1 désigne ici toujoursF [0,1]
a,a+1, etΩ, Ω[0,1].

Le sous-groupe deFa,a+1 constitué des applications coı̈ncidant avec l’identitéau voi-
sinage de 0 et 1 sera notéBa,a+1.

On a le résultat :

Proposition 42 Pour tout l≥ 1, Ba,a+1 agit l-transitivement surΩ.

Démonstration:
On reprend les notations de la démonstration de la proposition 35.
Si l’on prendu0,v∈ Ω tels que 0< u0 < u1, 0< u0 < u′1 et 1> v > ul , 1> v > u′l , on ag0,u0,0,u0 = Id,

gv,1,v,1 = Id, et la fonction f associée aux deuxl + 2-uplets(u0,u1, . . . ,ul ,v) et (u0,u′1, . . . ,u
′
l ,v) est un

élément deBa,a+1 qui envoieui suru′i pour tout 1≤ i ≤ l , d’où le résultat pourBa,a+1.�

Un résultat de G.Higman [17] affirme :

Proposition 43 Si Ω est un ensemble totalement ordonné et B un groupe ordonné de
permutations borńees deΩ, 2-transitif, alors[B,B] est un groupe simple différent de{1}.

Une conséquence de ce qui précède et de ce théorème est donc que[Ba,a+1,Ba,a+1] est
simple.

VII.2.2 Simplicit é deF ′
a,a+1

Il nous suffit maintenant de montrer que[Fa,a+1,Fa,a+1] = [Ba,a+1,Ba,a+1].
Commençons par définir une applicationm : Fa,a+1 → Ba,a+1. Soient 0< ε1 < α1 <

α2 < ε2 < 1 dansZ[1/a].
Alors il existeϕ ∈ FR

a,a+1 telle queϕ(0) = ε1, ϕ est l’identité sur[α1,α2] etϕ(1) = ε2.
Si on définit, pourf ∈ Fa,a+1, m( f ) dansBa,a+1 par

m( f )(x) =






x si 0≤ x≤ ε1

(ϕ f ϕ−1)(x) si ε1 ≤ x≤ ε2

x si ε2 ≤ x≤ 1,

on am( f ◦g) = m( f )◦m(g) pour toutesf ,g∈ Fa,a+1, etmest un morphisme de groupes.
De plus

Proposition 44 Si f = Id sur [0,α1]∪ [α2,1], on a m( f ) = f .
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Démonstration:
– Si x≤ ε1 oux≥ ε2, m( f )(x) = x = f (x).
– Si ε1 ≤ x ≤ α1 ou ε2 ≥ x ≥ α2, ϕ−1(x) ∈ [0,α1]∪ [α2,1] donc f (ϕ−1(x)) = ϕ−1(x) et m( f )(x) =

ϕϕ−1(x) = x = f (x).
– Si α1 ≤ x≤ α2, ϕ−1(x) = x et α1 ≤ f (x) ≤ α2, doncm( f )(x) = f (x),

d’où le résultat.�

Maintenant, donnons nousf ,g∈ Fa,a+1. Alors il existeα1 et α2 dansZ[1/a] tels que
[ f ,g] est l’identité sur[0,α1]∪ [α2,1].

On fixeε1 et ε2 dansZ[1/a] tels que 0< ε1 < α1 < α2 < ε2 et on définit lem corres-
pondant.

Alors, par la proposition précédente,

m([ f ,g]) = [ f ,g],

et,m étant un morphisme de groupes,

m([ f ,g]) = m( f g f−1g−1)
= m( f )m(g)m( f )−1m(g)−1

= [m( f ),m(g)],

et donc[ f ,g] ∈ [Ba,a+1,Ba,a+1] : on a montré que[Fa,a+1,Fa,a+1] = [Ba,a+1,Ba,a+1].
Finalement on a bien prouvé :

Proposition 45 [FΓ,FΓ] est un groupe simple.

VII.3 Ab élianisation deFΓ

On rappelle queA = a+1
2 ; on poseb = A(a−1) = (a2−1)/2.

On va ici définir une applicationA deFa,a+1 dansZA2
, et prouver pour les premières

valeurs dea qu’elle permet de déterminer l’abélianisé deFa,a+1, Fab
a,a+1.

VII.3.1 L’application A

Z agit surZ/bZ parn.[u] = [anu], [u] désignant la classe dansZ/bZ de l’élémentu de
Z. On noteI l’ensemble des orbites pour cette action.

Pourx et y dansZ on noterax = y(I) pour dire que les éléments[x] et [y] deZ/bZ

sont dans la même orbite sous l’action deZ, i.e représentent le même élément deI .

Comme[a2] = [1], l’orbite d’un [u]∈Z/bZ est de cardinal 1 ou 2, et elle est de cardinal
1 si et seulement si[au] = [u], i.eb|(a−1)u, soit encore[u] = [0], [A], . . .[A(a−2)].

Ainsi
card(I) = (b− (a−1))/2+(a−1)

= (b+(a−1))/2
= (A(a−1)+(a−1))/2
= (A+1)(a−1)/2
= (A+1)(A−1)
= A2−1
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Si on note, pouri ∈ I , Ci = { p
aq | p 6= 0 et p = i (I)}, chaqueCi est bien définie et est

stable parFa,a+1.
En effet, soitf ∈ Fa,a+1 et x = u

av ∈Ci . Alors il existen, p,q tels que

f (x) = anx+bp/aq

= an+qu+bpav

av+q

,

et moduloI , an+qu+bpav = an+qu = u(I). Ainsi, f (x) ∈Ci . De mêmef−1(x) ∈Ci , d’où
le résultat.

On définit, pouri ∈ I , αi : Fa,a+1 → Z par

αi( f ) = ∑
x∈Ci

(lna f ′d(x)− lna f ′g(x))

( f ′d et f ′g désignent les dérivées à droite et à gauche def ; le nombre de points de rupture
de f étant fini cette expression est bien définie).

Alors

αi( f ◦g) = ∑x∈Ci
[lna( f ◦g)′d(x)− lna( f ◦g)′g(x)]

= ∑x∈Ci
[lna( f ′d(g(x))g′d(x))− lna( f ′g(g(x))g′g(x))]

= ∑x∈Ci
[lna f ′d(g(x))− lna f ′g(g(x))+ lnag′d(x)− lnag′g(x)]

= ∑y∈g(Ci)[lna f ′d(y)− lna f ′g(y)]+αi(g)

= αi( f )+αi(g).

On définit aussiβ0( f ) = lna f ′d(0) et, pourf ∈ Fa,a+1, de la formef (x) = x+(a2−1)n
à l’infini, on poseβ∞( f ) = n. β0 et β∞ sont aussi des morphismes deFa,a+1 dansZ

De plus, si bk( f ) désigne l’ensemble des points de rupture def :

∑i∈Ci
αi( f ) = ∑x∈]0,+∞[(lna f ′d(x)− lna f ′g(x))

= ∑x∈bk( f ),x6=0(lna f ′d(x)− lna f ′g(x))
= −β0( f ).

On peut énumérerI = {i1, i2, . . . , iA2−1} et définir

A :
Fa,a+1 → ZA2

f 7→ (αi1( f ), . . . ,αiA2−1
,β∞( f )).

A passe au quotient en un morphismeA : Fab
a,a+1 → ZA2

.

VII.3.2 Une description deFab
a,a+1

On considère les relations définissantFa,a+1, vues dansFab
a,a+1.

R2 s’écritYAiY′
A j = Y′

AiYA( j+a−1) = YAiY′
A( j+2a−2), donc en particulier pour toutj ≥ 1,

Y′
A j = Y′

A( j+2a−2), et de mêmeYA j = YA( j+2a−2).

La relationR3 donne alors
Zk = Z′

k,∀k∈ N.

ParR4 on a, pourk > A, Zk = Zk+A(a−1). CommeR1 donnaitZk = Zk+2A(a−1) pour
k≥ 1, on a finalement

∀k≥ 1,Zk = Zk+A(a−1).
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Y′
0 = 1, donc pour toutj ≥ 1,

{
YA j = Y′

A( j+a−1)Y0

Y′
A j = YA( j+a−1)Y

−1
0

Si on fixe i ≥ 1 et j > i, Y′
AiYA j = Y′

A( j+a−1)YAi = YA( j+2(a−1))Y
−1
0 YAi, d’où pour tout

i ≥ 1 :

Y′
Ai = Y−1

0 YAi,et :

YAi = YA(i+a−1).

Avec ce qui précède, la relationR5 devient alors, pour touti ∈ N :

ZAiZAi+1 . . .ZA(i+1)−1 = Y−(a+1)/2
0 Y2

AiYA(i+1) . . .Y
′
A(i+a−1),

et R6
λ devient :

Z−1
Ai+λZAi+λa . . .ZAi+λa+a−1 = YA(i+1)YA(i+2) . . .YA(i+2a−2)Y

−(a−1)
0

= Y2
A(i+1)Y

2
A(i+2) . . .Y

2
A(i+a−1)Y

−(a−1)
0 .

Si on poseỸi = Y−(a−1)/2
0 YA(i+1) . . .YA(i+a−1),on obtient alors les relations :

R5 : ZAiZAi+1 . . .ZA(i+1)−1 = Y−1
0 Y2

AiỸi

(0≤ λ < a)R6
λ : Z−1

Ai+λZAi+λaZAi+λa+1 . . .ZAi+λa+a−1 = Ỹi
2
.

Finalement :

Proposition 46 Fab
a,a+1 est le groupe ab́elien de ǵeńerateurs YAi et Zk, i,k ∈ N, avec les

relations

k > 0 : r1
k Zk = Zk+A(a−1)

i > 0 : r2
i YAi = YA(i+a−1)

i ∈ N : r3
i ZAiZAi+1 . . .ZA(i+1)−1 = Y−1

0 Y2
AiỸi

i ∈ N,0≤ λ < a : r4
λ,i Z−1

Ai+λZAi+λaZAi+λa+1 . . .ZAi+λa+a−1 = Ỹi
2
.

(avecỸi = Y−(a−1)/2
0 YA(i+1) . . .YA(i+a−1))

VII.3.3 Calcul de Fab
3,4

La proposition 46 montre queFab
3,4 est engendré parY0, Y2, Y4, Z0, Z1, Z2, Z3, Z4. On

peut préciser ce résultat :

Lemme: Fab
3,4 est engendré par les 4 élémentsY0, Y2, Y4, Z1.

Démonstration:
Soit G le groupe engendré parY0, Y2, Y4 et Z1. r2 montre que toutY2i est dansG. r4

0,0 donneZ1Z2 = Ỹ0,

doncZ2 ∈ G. r3
0 et r3

1 donnentZ0Z1 et Z2Z3 ∈ G, doncZ0 et Z3 sont dansG. r3
0,1 donneZ3Z4, doncZ4 ∈ G.

En utilisantr1 on voit alors que chaqueZk est dansG, et donc queG = Fab
3,4, d’où le résultat.�
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ÉcrivonsI = {[0], [1] = [3], [2]}.
On vérifie alors(pour effectuer les calculs on peut remarquer que chaqueαi peut se

définir surHa,a+1) :
A(YO) = A(y2

O)
= (0,0,−2,1)

A(Y2) = A(yOy2)
= (−1,0,0,1)

A(Y4) = A(yOy4)
= (1,0,−2,1)

A(Z1) = A(z1)
= (0,2,−2,1),

et ces éléments engendrent un sous-groupe deZ4 isomorphe àZ4.
Ainsi A est une application surjective d’un groupe (abélien) à quatre générateurs dans

Z4 : elle est injective.
On a donc :

Proposition 47 Fab
3,4 ≃ Z4, et F′

3,4 = [F3,4,F3,4] = ker(A).

On peut, par des calculs analogues, prouver que l’abélianisé deH3,4 est aussiZ4. Plus
généralement, V.Guba et M.Sapir nous ont communiqué qu’ils peuvent montrer queH3,4

est un groupe de diagrammes ayant l’homologie, en toute dimension, deF4.

VII.3.4 Calcul de Fab
5,6

La proposition 46 montre queFab
5,6 est engendré parY0, Y3, . . ., Y9, Y12 et Z0, Z1, . . .,

Z11, Z12. On peut préciser ce résultat :

Lemme: Fab
5,6 est engendré par les 9 élémentsY0, Y3, Y6, Y9, Y12, Z1, Z2, Z4, Z7.

Démonstration:
Soit G le groupe engendré parY0, Y3, Y6, Y9, Y12, Z1, Z2, Z4, Z7 ; r2 montre que toutY3i est dansG.
Alors parr3

0 et r3
4, Z0 et Z12 sont dansG.

r4
0,0 montre queZ3 ∈ G, r3

3 et r4
4,0 queZ8 ∈ G.

r4
3,0 et r3

2 donnentZ5 ∈ G, r4
1,0 et r3

2 donnentZ9 ∈ G.

r4
2,3 donne alorsZ11 ∈ G, et enfinr4

2,0 fournit Z10 ∈ G.

En utilisantr1 on voit alors que chaqueZk est dansG, et donc queG = Fab
5,6, d’où le résultat.�

ÉcrivonsI = {[0], [1], [2], [3], [4], [6], [7], [9], [12]}.
On a alors

A(YO) = (0,0,0,−1,0,0,0,0,1)
A(Y3) = (0,0,0,0,0,−1,0,0,1)
A(Y6) = (0,0,0,−1,0,1,0,−1,1)
A(Y9) = (−1,0,0,−1,0,0,0,1,1)
A(Y12) = (1,0,0,−2,0,0,0,0,1)
A(Z1) = (0,2,−2,0,0,0,0,0,1)
A(Z2) = (0,0,2,−2,0,0,0,0,1)
A(Z4) = (0,−2,0,0,2,0,0,0,1)
A(Z7) = (0,0,0,0,−2,0,2,0,1)

et ces éléments engendrent un sous-groupe deZ9 isomorphe àZ9.
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Ainsi A est surjective d’un groupe abélien à neuf générateurs dansZ9 : elle est injec-
tive.

On a donc :

Proposition 48 Fab
5,6 ≃ Z9, et F′

5,6 = [F5,6,F5,6] = ker(A).

VII.3.5 Calcul de Fab
a,a+1

On fixeJ ⊂ N tel que{[ j]| j ∈ J} soit l’ensemble des éléments deI de cardinal 2 (si
a = 3 on peut par exemple prendreJ = {1}, si a = 5, J = {1,2,4,7}).

Les casa = 3 eta = 5 suggèrent :

Proposition 49
F ′

a,a+1 = [Fa,a+1,Fa,a+1] = ker(A),

Fab
a,a+1 ≃ ZA2

= Z( a+1
2 )2

, et

Fab
a,a+1 est engendŕe par leséléments Y0, YA, . . ., YA(a−1), Zj , j ∈ J.

Une autre idée pour déterminerFab
a,a+1, serait d’exprimer (grâce àr1 et r2) les relations

r3 etr4 en fonction desa+A(a−1)+1 générateursY0,YA, . . .,YA(a−1), Z0, Z1, . . .,ZA(a−1).
On peut alors voirr3 et r4 comme un système linéaire(S), le rang deFab

a,a+1 étant égal au
nombre de générateurs,a+A(a−1)+1, moins le rang de ce systèmeS.

Nous ne savons pas prouver ce résultat en toute généralité ; mais on peut cependant
remarquer qu’un calcul informatique du rang deS nous donne bien, pour les premières
valeurs dea (3, 5, 7, . . ., 31) queFab

a,a+1 ≃ ZA2
. D’autre part, dans [13], P.Greenberg

prouve directement que siΓ est tel que siH/Γ est une surface de genre 0 àν cusps,
H1(FΓ) = Z(ν−1)2

, ce qui correspond à notre hypothèse (et résultat, poura = 3,5, . . . ,31
soit ν = 3,4, . . . ,16) ; il serait cependant intéressant d’obtenir ici ce résultat de façon
élémentaire.

VII.4 Une remarque générale sur les groupesFΓ

On se donne un groupeΓ tel queH/Γ est une surface de genreg avecν cusps. On fixe
x1, x2, . . . ,xν des représentants des cusps, et six appartient à l’un des cusps, ˜x désigne le
représentant (parmi lesxi) de ce cusp.

Alors pour toutx, il existeγx dansΓ tel queγx(x̃) = x. Si γ′x est un autre élément deΓ
tel queγ′x(x̃) = x, on a(γ′x

−1γx)(x̃) = x̃, donc l’élémentγ′x
−1γx est un parabolique.

Si N désigne le sous-groupe deΓ engendré par les paraboliques, on a doncγ′x =
γx (modN).

Sur p(Γ) on peut alors définir une relation d’équivalence par

x∼ y si et seulement si

{
x̃ = ỹ

γx = γy(modN)
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Proposition 50 Si f ∈ FΓ, x∈ p(Γ), on a x∼ f (x).

Démonstration:
si α1, . . . ,αn−1 sont les points de rupture def sur]∞,x[, on peut trouver des élémentsγ1, . . .,γn dansΓ

tels que :

f :

[∞,α1]
γ1→ [∞, f (α1)]

[α1,α2]
γ2→ [ f (α1), f (α2)]
. . .

[αn−1,x]
γn
→ [ f (αn−1), f (x)],

et par conséquentf (x) = γn(x) = [(γnγ−1
n−1)(γn−1γ−1

n−2) . . . (γ2γ−1
1 )γ1](x).

On remarque queγnγ−1
n−1 fixe f (αn−1), . . ., γ2γ−1

1 fixe f (α1), γ1 fixe ∞, donc tous ces éléments sont
dans N. Alorsγn = (γnγ−1

n−1)(γn−1γ−1
n−2) . . . (γ2γ−1

1 )γ1 est dansN, et comme on peut choisirγ f (x) = γnγx,
γ f (x) = γx (modN).�

Si p est un parabolique enx, on notee(p) = γ−1
x pγx.

e(p) ne dépend pas du choix deγx modulo N ; en effet le groupeΓx des parabo-
liques en ˜x est isomorphe àZ, donc commutatif, et ainsi(γ′x)−1pγ′x = (γ′x)−1γxe(p)γ−1

x γ′x =
(γ′x)−1γxγ−1

x γ′xe(p) = e(p).
Si f est dansFΓ et x dansp(Γ), on notef +

x l’élément deΓ qui coı̈ncide avecf sur un
intervalle[x, ..] et de mêmef−x l’élément deΓ qui coı̈ncide avecf sur un intervalle[..,x] ;
alors si f ∈ FΓ, px( f ) = ( f +

x )−1 f−x est un parabolique enx.

On peut alors définir, pour chaque classe d’équivalenceC de la relation∼, et f ∈ FΓ,
le parabolique en ˜x :

αC( f ) = ∏
x∈C

e(px( f )).

αC est un morphisme de groupe entreFΓ et le groupeΓx̃ ≃ Z des paraboliques en ˜x.
En effet on a :

e(px(g◦ f )) = γ−1
x (g◦ f )+x

−1
(g◦ f )−x γx

= γ−1
x ( f +

x )−1(g+
f (x))

−1g−f (x) f−x γx

= γ−1
x ( f +

x )−1(g+
f (x))

−1g−f (x) f +
x γxγ−1

x ( f +
x )−1 f−x γx

= γ−1
f (x)(g

+
f (x))

−1g−f (x)γ
+
f (x)γ

−1
x ( f +

x )−1 f−1
x γx

= e(pf (x)(g))e(px( f ))

Ainsi, commef (C) = C, on aαC(g◦ f ) = αC(g)αC( f ).

L’application
B : FΓ → ∏

C

αC( f )

est alors à son tour un morphisme de groupe.
L’intérêt de cette application, dont la définition est proche de l’applicationA de la sec-

tion précédente, est qu’en genre 0 elle nous fournit une application deFΓ dansZcard(C),
et qu’en genre strictement positif, card(C) est infini. Il ”suffirait” donc de prouver que
cette application est surjective, ou au moins que son image est de dimension infinie -
par exemple en exhibant un nombre suffisant d’applications de FΓ- pour obtenir une
démonstration directe du résultat de Greenberg affirmantqu’en genre strictement posi-
tif, FΓ n’est pas de type fini.
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VII.5 En guise de conclusion...

Nous avons comme annoncé complété l’étude des groupesFΓ : pour H/Γ de genre
strictement positif, on savait queFΓ n’est pas de type fini ; en revanche nous avons dans
le cas du genre 0 prouvé que le groupe est de présentation finie, et explicité une telle
présentation. Notre démonstration est en fait valable pour tout groupe fuchsienΓ tel que
H/Γ est une surface à pointes de genre nul.

Ce résultat amène quelques réflexions et questions complémentaires.

VII.5.1 Aspects linéaires

Partant d’un groupe fuchsienΓ tel queH/Γ est une surface à pointes de genre 0, nous
avons commencé par conjuguerFΓ aux groupesF1

a,a+1 et F∞
a,a+1. En étudiant ces groupes

d’homéomorphismes affines par morceaux sur[0,1] et [0,+∞[ on obtient les propriétés
deFΓ qui nous intéressent : générateurs, présentation, ab´elianisé, etc..

L’observation du domaine fondamental deΓ fournit un plongement ”naturel” deFΓ
dans le groupeF 1

a,a+1 des homéomorphismes croissants affines par morceaux de[0,1], de

pentes puissances dea et à points de rupture dans1a+1Z[1/a]. Ce plongement n’est pas lié
au genre 0 : partant d’un groupe fuchsienΓ avec un domaine fondamental polygonal àa
cotés, on obtient en toute généralité un plongement du groupeFΓ dans le groupeF 1

a,a+1.
En fait ce n’est pas le domaine fondamental, mais la tesselation deH associée qui fournit
le plongement : ainsi, dans le cas du groupePSL2(Z), la tesselation de Farey fournit aussi
un plongement deFPLS2(Z) dansF 1

2,3 bien que les triangles de la tesselation ne soient pas
des domaines fondamentaux pourPSL2(Z).

C’est la détermination précise de l’image de ce plongement qui pose problème : les
éléments deF 1

a,a+1 sont décrits par des couples d’arbres, et un marquage sur ces arbres
caractérise précisément l’image du groupeFΓ. Mais contrairement au cas des surfaces de
genre 0, dans le cas général ce marquage ne semble pas fournir une description utilisable
en tant que groupe d’applications affines par morceaux.

On peut cependant se demander si, comme dans le cas des surfaces de genre 0, il
existe dans le cas général (groupesΓ tels queH/Γ est une surface à pointes de genre
g > 0, ou même un orbifold), une manière simple de décrire et ´etudier des groupes
d’homéomorphismes affines par morceaux conjugués àFΓ ; ceci permettrait de (re)trouver
le fait que le groupe n’est pas de type fini.

VII.5.2 Pr ésentations infinies

Pour prouver que les groupesFΓ sont, en genre 0, de présentation finie, nous avons
commencé par déterminer une présentation infinie. Il serait intéressant de déterminer une
telle présentation deFΓ dans tous les cas (surfaces à pointes, pour lesquelles la question
de la présentation finie est résolue, ou orbifold, pour lesquels la question reste ouverte).
Pour cela on peut envisager deux angles d’approche :

– linéariser, comme expliqué précédemment, les groupesFΓ pour essayer de se rame-
ner à un problème sur des groupes de Thompson linéaires, plus maniables et à ce
jour plus étudiés ;

– tenter une approche liée à la géométrie des groupesΓ, le quotientH/Γ et en par-
ticulier son genre apparaissant naturellement. Notons qu’une présentation conjec-
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turale dans ce sens se trouve déjà chez P.Greenberg ([13]). Malheureusement les
générateurs proposés ne sont pas dansFΓ mais seulement dansPPSL2(Z), et la
question reste entière.

VII.5.3 Questions homologiques

F a été le premier exemple connu de groupe sans torsion, de dimension cohomo-
logique infinie et ayant la propriétéFP∞ (cf.[5]). Cette propriétéFP∞ est partagée par
la plupart des groupes de Thompson et on peut donc se demandersi les groupesFΓ la
possèdent également.

Pour cela on peut s’inspirer des méthodes classiques pour l’étude de ce problème :
– Ceci devrait découler de l’interprétation deH3,4 comme groupe de diagrammes déjà

mentionnée (VII.3.3).
– K.Brown ([7]) relie cette propriété de l’existence d’une forme normale.

Mais dans notre cas nous n’avons qu’un résultat partiel : dans le cas des surfaces
à trois pointes nous avons une forme semi-normale (cf.V.2.1) qui n’est que conjec-
turée dans le cas général. Dans tous les cas, il nous manque l’unicité d’une telle
forme pour pouvoir utiliser les résultats de K.Brown.

– Enfin la méthode la plus générale pour l’étude de ce problème, due à K.Brown et
M.Stein, est topologique : on détermine un complexe simplicial sur lequel agit le
groupe et dont des propriétés den-connexité sont équivalentes à la propriétéFPn

pour le groupe.
Dans notre cas, nous savons construire un tel complexe ; maisles propriétés den-
connexité s’avèrent plus compliquées à obtenir que dans les cas classiques.
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